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Materiaty do pracy z uczniami

Rozwijanie wizualizacji przestrzennej w geometrii

1. Wstep

W celu opracowania zestawu dziatan edukacyjnych majgcych na celu rozwigzanie problemoéw, ktére
dotycza wizualizacji przestrzennej w geometrii, odwotujemy sie do kilku istotnych teorii, ktére zostang
opisane w sesji 2. W sekcji 3 opisano projekt zaje¢ edukacyjnych. Opisano w szczegdlnosci, czy
zajecia sg skierowane do jednego ucznia, czy do catej klasy, jaki jest cel edukacyjny zaje¢, obszar
poznawczy i dziedzina matematyki oraz jakich obszaréw trudnosci zidentyfikowanych za pomocag
kwestionariusza B2 zadania dotycza.

2. Wprowadzenie teoretyczne
Teoretyczne odniesienia, ktére pomogty nam skonstruowaé materiaty do pracy z uczniami, to:

1) Zasady UDL (Universal Design for Learning), bedace wytycznymi stworzonymi specjalnie do
projektowania wigczajgcych dziatan edukacyjnych (http://udiguidelines.cast.org/)

Tabela 3: Zasady UDL

Zapewnij réznorodne sposoby ZAANGAZOWANIA Zapewnij roznorodne sposoby DZIALANIA i
EKSPRESII
“dlaczego” si¢ uczg “czego” sig ucze “jak” si¢ ucze
Wzbudzanie zainteresowania: Postrzeganie: Dzialania fizyczne:
. Optymalizuj indywidualny wyboér i . Zaproponuj sposoby dostosowania . Réznicuj metody udzielania
5 autonomie formy wyswietlania informacji odpowiedzi i osiggania celu
2 . Optymalizuj trafno$¢, wartos¢ i . Zaproponuj alternatywne sposoby . Zapewniaj optymalny dostep do
8 autentyczno$¢ prezentowania informacji audio narzedzi i technologii
. Ograniczaj zagroZenia i elementy . Zaproponuj alternatywne sposoby wspomagajacych
rozpraszajgce prezentowania informacji wizualnych
Podtrzymywanie wysitku i wytrwatosci: Jezyk i symbole: Ekspresja i komunikacja:
. Zwigksz znaczenie celow i zadan . Wyjasniaj stownictwo i symbole . Uzywaj réznorodnych metod
. Réznicuj wymagania i zasoby, aby . Wyjasniaj sktadnie i budowe zdan komunikacji
@ zoptymalizowaé wyzwanie . Wspieraj rozumienie tekstu, zapisu . Uzywaj réznorodnych narzedzi do
& . Wspieraj wspotprace i poczucie matematycznego i symboli tworzenia
g przynaleznosci . Propaguj zrozumienie w réznych . Buduj biegtos¢ dzieki stopniowemu
E . Zwigksz znaczenie informacji zwrotnej jezykach wspieraniu dziatan praktycznych i
nastawionej na opanowanie materiatu . Ilustruj za pomoca wielu Srodkow wydajnosci
przekazu
Samoregulacja: Rozumienie: Funkcja wykonawcza:
. Ksztattuj oczekiwania i przekonania, . Uaktywniaj lub zapewniaj posiadana . Wspieraj wyznaczanie
© ktoére optymalizuja motywacje wiedze podstawowa odpowiednich celow
'g . Wspieraj rozwdj umiejetnosci i strategii . Podkreslaj podobienstwa, cechy . Wspieraj planowanie i rozwoéj
= radzenia sobie z problemami wyrdzniajace, oryginalne pomysty i strategii
g . Rozwijaj samoocene i refleksje dostrzeganie zwigzkow . Utatwiaj zarzadzanie informacjami
) . Kieruj przetwarzaniem informacji i i zasobami
wizualizacjg . Wzmacniaj mozliwosci
. Maksymalizuj transfer wiedzy i monitorowania postepow
generalizacje
Wykreowanie uczni6, ktorzy....
Cel s zdecydowani i zmotywowani ‘ sa zaradni i kompetentni ‘ my$la strategicznie i sa ukierunkowani na cel

Centrum Specjalnej Technologii Stosowanej (CAST) opracowato kompleksowe ramy dotyczace
koncepcji UDL, majac na celu skoncentrowanie badan, rozwoju i praktyki edukacyjnej na zrozumieniu
réznorodnosci i utatwianiu uczenia sie (Edyburn, 2005). UDL zawiera zestaw zasad, wyrazonych w
wytycznych i punktach kontrolnych. Badania, na ktérych opiera sie struktura UDL, wskazuja, ze
,=uczniowie bardzo réznie reagujg na instrukcje. [...] " Dlatego UDL koncentruje sie na tych
indywidualnych réznicach jako na waznym elemencie zrozumienia i zaprojektowania skutecznych
instrukcji uczenia sie.

W tym celu UDL rozwija trzy podstawowe zasady: 1) zapewnienie roznorodnych srodkéw prezentaciji,
2) zapewnienie réznorodnych $rodkéw dziatania i ekspresji, 3) zapewnienie réznorodnych srodkéw

Co_fu nded by th e The European Commission support for the

production of this publication does not constitute
an endorsement of the contents which reflects the
E raS m US + P rOg ra m me views only of the authors, and the Commission

cannot be held responsible for any use which may

of the European U nion be made of the information contained therein.



http://udlguidelines.cast.org/

SMIL

Project Number: 2018-1-IT02-KA201-048274

angazujgcych. W szczegodlnosci wytyczne w ramach pierwszej zasady dotyczg srodkéw percepciji
zwigzanych z otrzymywaniem pewnych informacji oraz ,zrozumienia” otrzymanych informac;ji.
Zamiast tego, wytyczne w ramach drugiej zasady uwzgledniajg opracowanie informacji i pomystow i
ich wyrazanie. Wreszcie wytyczne w ramach trzeciej zasady dotyczg domeny ,afektu” i ,motywac;ji”,
ktére sg rowniez istotne w kazdej dziatalnosci edukacyjnej. W nasz%/ch analizach skupimy sie w
szczegodlnosci na konkretnych wytycznych w ramach tych trzech zasad "

Wytyczne w ramach Zasady 1 (zapewnienie réznorodnych sposobdw prezentacji) sugerujg
proponowanie réznych opcji percepcji i oferowanie wsparcia dla dekodowania notacji matematyczne;j i
symboli. Co wiecej, wytyczne sugerujg, jak wazne jest zapewnienie zrozumienia wzorcéw, cech
wyrozniajgcych, oryginalnych pomystéw i zwigzkéw miedzy pojeciami matematycznymi. Wreszcie,
nasze analizy dadzg przyklady, w jaki sposéb oprogramowanie AINuSet moze kierowac
przetwarzaniem informacji, wizualizacjg i manipulacjg w celu maksymalizacji transferu i uogdlnienia.
Co wiecej, wytyczne zawarte w Zasadzie 2 (zapewnienie réznorodnych srodkow dziatania i ekspresji)
sugerujg oferowanie réznych opcji wypowiedzi i komunikacji wspierajgcych planowanie i
opracowywanie strategii. Wreszcie, wytyczne z Zasady 3 pokazuja, w jaki sposéb okreslone dziatania
mogg wzbudzi¢ zainteresowanie uczniéw, optymalizujgc indywidualny wybér i autonomie oraz
minimalizujgc zagrozenia i elementy rozpraszajace.

W czesci 4 przeanalizujemy przyktady dziatan, klasyfikujgc je zaréwno wedtug typu uczenia
matematycznego, jak i obszaru poznawczego, ktére wspierajg. Pokazemy, jak te przyktady zostaty
zaprojektowane zgodnie z zasadami UDL, aby byty dziataniami witgczajgcymi i skutecznymi w
przezwyciezaniu trudnosci matematycznych zidentyfikowanych za pomoca kwestionariusza B2.

W naszych analizach skupimy sie w szczegdlnosci na konkretnych wytycznych w ramach trzech
Zasad. W celu scharakteryzowania trudnosci uczniow w geometrii odwotujemy sie do nastepujacych
elementow twierdzen Karagiannakisa i wspotpracownikdow (tab. 1), ktére dotyczyly pamieci w
wyszukiwaniu faktow geometrycznych i przetwarzaniu geometrycznym: wyszukiwanie faktow
geometrycznych, zapamietywanie twierdzen, zapamietywanie hipotez i tez, na ktérych sie
koncentrujemy.

Tabela 1: Model Karagiannakisa i wspotpracownikéw: dziedziny czterotorowego modelu i zestawy
umiejetnosci matematycznych zwigzanych z kazdg z nich

dziedzina

matematyki Umiejetnosci matematyczne zwiazane z dana dziedzing

Doktadne oszacowanie matej liczby obiektéw (do 4); szacowanie
przyblizonych ilosci; umieszczanie liczb na osiach liczbowych;
liczby operowanie symbolami arabskimi; transkodowanie liczby z jednej
reprezentacji na drugg (rzymskie-arabskie-werbalne); swiadomos¢é
zasad liczenia

Przypominanie sobie faktow; dekodowanie terminologii (licznik,
mianownik, rbwnoramienne, rownoboczne); zapamietywanie
twierdzen i wzorow; ptynne wykonywanie obliczern w myslach;
zapamietywanie procedur i $ledzenie krokow

pamieé

Uchwycenie poje¢, idei i relacji matematycznych; zrozumienie wielu
etapow  zlozonych  procedur / algorytmoéw; uchwycenie
podstawowych zasad logicznych (warunkowosé — ,jesli ... wtedy ....”
stwierdzenia - przemienno$¢, inwersja); uchwycenie semantycznej
struktury  probleméw; (strategiczne) podejmowanie decyzji;
uogOlnienie

rozumowanie

Interpretacja i wykorzystanie przestrzennej organizacji reprezentacji
obiektow matematycznych (na przyktad liczby w notacji dziesietne;,
wizualizacja wyktadniki, figury geometryczne 2D i 3D lub obroty); umieszczanie
przestrzenna liczb na osi liczbowej; mylenie cyfr arabskich i symboli
matematycznych; wykonywanie pisemnych obliczen; interpretacja
wykreséw i tabel
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3. Opis projektu

3.1 Trudnosci zidentyfikowane za pomocg kwestionariusza B2
Wykrywamy trudnosci w nastepujgcym punkcie B2:

A

BC=CD, BA=AD

B C D

Jak nazywamy trojkgt CDA?

Jak nazywamy tréjkgt BDA?

Trudnosci zwigzane sg z procesem wizualizaciji, ktory odnosi sie do wykorzystania figury (rysunku) do
zilustrowania obiektow geometrycznych i manipulowania ta figurg w celu potgczenia konfigurac;ji
(konfiguracji) z zasadami geometrii.

3.2 Obszar poznawczy i dziedzina matematyki bedaca przedmiotem zainteresowania

Obszar trudno$ci zidentyfikowany za pomoca kwestionariusza B2 jest powigzany z dziedzing
geometrii - wizualizacja przestrzenna to obszar poznawczy.

W tabeli 2 umiejscowienie trudnosci w odniesieniu do domeny poznawczej i obszaru
matematycznego.

Tabela 2: Wykryte trudnosci sg powigzane z domeng poznawczg wizualizacji przestrzennej oraz w
dziedzinie geometrii

Arytmetyka | Geometria Algebra
Pamieé
Rozumowanie
A
BC=CD, BA=AD
Wizualizacja
przestrzenna
B C D
Jakim tréjkgtem jest CDA?
Jakim tréjkgtem jest BDA?

3.3 Cele edukacyjne
Narzedzie interwencji ma na celu wsparcie procesu wizualizacji, ktéry odnosi sie do wykorzystania
figur i obrazéw do ilustracji, eksploracji lub weryfikacji réznych sytuacji geometrycznych.

3.4 Adresowanie do ucznia/ klasy
Narzedzie interwenciji sktada sie z dwdch czynnosci, ktére nalezy wykonac z uczniem lub catg klasa.

3.5 Dziatania edukacyjne: narzedzie interwencji

Zgodnie z poznawczym modelem rozumowania geometrycznego Duvala figura odgrywa kluczowg
role (Duval, 1995). W rzeczywistosci figura daje nam figuralng reprezentacje sytuaciji geometrycznej,
ktéra jest krotsza i tatwiejsza do zrozumienia niz przedstawienie z mowa lingwistyczng (w tym
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zakresie zobacz narzedzie Interwencja o nazwie: ,Wspieranie pamieci w procesie demonstracji
geometrycznej”) .

Co wiecej, Duval odwotuje sie do roznych poznawczych ujeé postaci, traktowanych jako sposéb
widzenia, konstruowania i opisywania figury geometrycznej i jej wtasciwosci. 1. Obawa percepcyjna:
Chodzi o fizyczne rozpoznanie (ksztaft, przedstawienie, rozmiar, jasnos$¢ itp.) Postrzeganej postaci.
Powinnismy rowniez rozréznia¢ i rozpoznawac liczby podrzedne w postrzeganych liczbach, poniewaz
odpowiednie rozréznienie lub rozpoznanie tych jednostek liczb podrzednych moze poméc i daé
wskazdéwki do rozwigzywania problemoéw w sytuacjach geometrycznych.

Lub na ponizszym rysunku

C
AT #—0
F E

Na przyktad liczby czastkowe FBE i FCE, ktére réwniez sie naktadajg.

2. Rozumienie sekwencyjne: chodzi o konstrukcje figury lub opis jej konstrukcji. Taka konstrukcja
zalezy od ograniczen technicznych, a takze od wtasciwosci matematycznych, poniewaz konstrukcja
figury moze tgczy¢ rézne jednostki figuralne. Uwaza sie, ze konstrukcja moze poméc w rozpoznaniu
zaleznosci miedzy wiasciwosciami matematycznymi a ograniczeniami technicznymi.

3. Dyskursywne rozumienie: Chodzi o (a) umiejetnos¢ potgczenia konfiguracji z zasadami
geometrycznymi, (b) umiejetnos¢ dobrego opisu, wyjasnienia, argumentacji, dedukcji, uzycia symboli,
rozumowania w zaleznosci od stwierdzen dotyczgcych zrozumienia percepciji

oraz (c) umiejetnos¢ opisywania figur za pomocg jezyka / narracji geometrycznej tekstu.

4. Rozumowanie operacyjne: chodzi o dokonanie modyfikacji danej figury na rézne sposoby w celu
zbadania innych konfiguracji: - Sposéb mereologiczny: podzielenie catej danej figury na czesci o
réznych ksztattach i potgczenie tych czesci w inng figure lub figury podrzedne; - Sposéb optyczny:
zréznicowanie wielkosci figur; mozesz uczyni¢ ksztatt wiekszym, wezszym lub skosnym, ksztatty
moga wygladac inaczej; - Sposéb miejsca: zmiana pozycji lub orientacji.
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W szczegoélnosci rozumowanie percepcyjne i rozumowanie operacyjne sg S$cisle zwigzane z
wizualizacjg figury: W tym celu dziatania edukacyjne tego narzedzia interwencyjnego sg pomyslane
jako meta-dziatania majgce na celu opracowanie strategii, ktére pozwalajg uczniom wspierac
zarbwno rozumienie percepcyjne, jak i operacyjne.

Wizualizacja relacji poprzez dynamiczne reprezentacje Geometryczna konstrukcja figury za pomoca
narzedzi cyfrowych, takich jak GeoGebra, wydaje sie skuteczna w rozrdznianiu i rozpoznawaniu figur
podrzednych w postrzeganych figurach. W rzeczywistosci funkcja przeciggania, dostepna w tego
rodzaju narzedziach, umozliwia uczniom identyfikacje niezmiennikéw geometrycznych i przecigganie
natozonych na siebie figur poprzez rozpoznanie zaleznosci miedzy wiasciwosciami matematycznymi
a ograniczeniami technicznymi. Ponadto dynamiczna modyfikacja elementéw geometrycznych
pozwala studentom zidentyfikowac relacje miedzy nimi. Na przyktad rozwazmy nastepujgce zadanie:

ZADANIE 1 W trojkgcie rownoramiennym ABC wyznacza srodek M podstawy AB. WezZ punkt P po
stronie AC i punkt Q po stronie BC taki, ze jest to CP=CQ. Pokaz, ze tréjkgt MPQ réowniez wydaje sie
by¢ rébwnoramienny

Uczniowie sg przywigzani do: - Skonstruuj w GeoGebra wymagana liczbe, aby byta odporna na
przecigganie (patrz konstrukcja GeoGebra https://www.geogebra.org/m/MaUCMhcM); - Przesun
punkty P i Q, A i B w celu zidentyfikowania niezmiennikéw. To, o co tu chodzi, to operacyjne ujecie
figury poprzez zmiane wielkosci figur. Zwré¢ uwage, ze rysunek mozna pokolorowag, tak jak na
rysunku 1. Kolor wspiera postrzeganie percepcji, promujgc wizualizacje pod-liczb i ich relaciji.

Hp.:
AC=CB
AM=MB

AP.C: allti
B.Q.C: all.ti
CP=CQ

Th.:
PM=QM
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Rysunek 1: kolorowe cyfry pomocnicze dla wsparcia potgczenia konfiguracji z zasadami
geometrycznymi.

ZADANIE 2:

Zapewnij uczniom przystajgce tréjkaty ABC i A’'B’C w GeoGebrze "(Rysunek 2) skonstruowane za
pomocag makra, tak aby poprzez zmiane wartosci AB, AC lub a uczniowie mogli identyfikowac
niezmienniki i wizualizowa¢ wtasciwosci.

Studenci proszeni s o:

- Zmienh wartos¢ AB, AC lub a. Umozliwia to uczniom wykonywanie zaréwno obawy percepcyjnej, jak i
operacyjnej

- Opisz, jakie zmiany nastgpity, a co nie zmieniono w ABC i A’'B’C ”. Innymi stowy, jest poproszony o
zidentyfikowanie niezmiennikéw w tréjkgtach ABC i A'B'C”

AB =39

C=4.8 1

Rysunek 2: makro zwigzane z pierwszym z kryteriéw dla tréjkgtow przystajgcych

Zauwaz, ze odpowiadajgce sobie dwa przystajgce boki trojkgtow ABC i A'B’C 'sg pomalowane na
niebiesko i czerwono. Podobnie katy w A i A ’sg koloru zielonego, aby lepiej zidentyfikowa¢ je
wewnatrz figury.

Aby zbada¢ z GeoGebra warunki, w ktérych trojkaty sg przystajgce, zobacz ¢wiczenie pod
nastepujgcym linkiem:
https: //www.geogebra. / m / thA4JzgH
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