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FERRAMENTA DE INTERVENCAO

Demonstrando Teoremas - nivel intermédio
1. Introducéo

A ferramenta de intervencéo foi concebida para abordar dificuldades especificas relacionadas com o
dominio matematico da geometria e a area cognitiva do raciocinio. Através da ferramenta de
intervencdo, que é concebida para toda a turma, os alunos podem refletir sobre o processo de
demonstragéo, com referéncia especifica a etapas cruciais como compreenséo do texto, identificacdo
de hipoteses e teses, representacéo de hipdteses sobre a figura, organizagdo da demonstragdo com
uma sequéncia de instru¢des logicamente relacionadas.

Sugerimos considerar a ferramenta de intervencao “Demonstrando Teoremas - nivel avangado” apos
esta. Os instrumentos tém o mesmo objetivo educativo, com dificuldade crescente quanto ao
enunciado a ser demonstrado.

A ferramenta consiste numa série de perguntas que o professor pode fazer aos alunos durante uma
discussdo na turma. As perguntas podem ser projetadas no quadro branco. Caso os alunos tenham a
disposicéo tablets ou computadores com ligacdo a internet, as questées podem ser colocadas por
meio de um sistema de resposta interativo (ex .. Socrative, Mentimeter).

2. Enquadramento teérico de referéncia

Lembramos aqui o quadro de Karagiannakis e colegas (Tabela 1), que ajuda a caracterizar as
dificuldades dos alunos em matemaética.

Tabela 1: Quadro de Karagiannakis e colegas: dominios do modelo de quatro vertentes e conjuntos
de competéncias matematicas associadas a cada dominio

Dominio Competéncias mateméaticas associadas ao dominio

Estimar com precisdo um pequeno nimero de objetos (até 4), estimar
guantidades aproximadas; localizar nUmeros na reta humérica; trabalhar com
simbolos arabicos; converter um nimero de uma representacdo para outra
(analogico-arabico-verbal), usar principios de contagem.

NUmeros e Célculo

Relembrar factos numeéricos; descodificar terminologia (numerador,

Memoéria ; o T : } ) )
(recuperacio e denominador, is6sceles, equilatero); recordar teoremas e férmulas; realizar

célculos mentais com fluéncia; recordar procedimentos e acompanhar as
processamento)

etapas necessérias a resolucao de problemas.

Compreender conceitos matematicos, ideias e relagbes; compreender etapas
multiplas em procedimentos / algoritmos complexos; compreender 0s
Raciocinio principios légicos bésicos (condicionalidade - "se ... entdo" - comutatividade,
inversdo); compreender a estrutura semantica dos problemas; tomar decisdes

(estratégicas); fazer generalizacdes.

Interpretar e usar a organizacdo espacial de representacdes de objetos
matematicos (por exemplo, nimeros em notacao decimal, expoentes, figuras
Visuo-Espacial 2D e 3D geométricas e rotagfes); representar nUmeros na reta numeérica;
distinguir nimeros arabicos e simbolos matematicos; realizar célculos
respeitando a prioridade das operages; interpretar graficos e tabelas.

Lembramos também que, ao construirmos o questionario B2, escolhemos questdes que estavam
relacionadas as areas cognitivas bem como aos trés dominios matematicos: aritmética, geometria e
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algebra. Como resultado, propusemos questdes que estavam localizadas em algumas células da
seguinte tabela (Tabela 2):

Tabela 2: Dupla relagdo entre areas cognitivas (memd@ria, raciocinio e visuoespacial) e dominios
matematicos (aritmética, geometria, algebra).

Aritmética

Geometria

Algebra

Memoéria

Raciocicinio

Visuo-espacial

Apresentamos aqui referéncias teoricas adicionais que nos ajudaram a conceber as ferramentas de
intervencao.

As referéncias teéricas que nos ajudaram a delinear as atividades séo:

1) Principios do Universal Design for Learning (UDL) (Tabela 3), uma estrutura concebida
especificamente para projetar atividades educacionais inclusivas (http://udiguidelines.cast.org/)

Tabela 3: Orientacdes da UDL

Fornecer varios meios de

ENVOLVIMENTO

Redes afetivas
o0 “PORQUE” da aprendizagem

Redes de reconhecimento
0 “O QUE” da aprendizagem

Fornecer varios meios de ACAO e

EXPRESSAO

Redes estratégicas
O “COMOQ” da aprendizagem

Fornece opgbes para o Interesse

Fornece opcdes para Percepcao:

Fornece opgdes para Agdes Fisicas:

e Aumentar o feedback orientado
para o professor

e llustrar através de

representacoes

multiplas

no envolvimento: o Oferecer uma forma de | e Variar o método de resposta e

e Otimizar a escolha individual e a personalizar a exibicdo de navegacao
18 autonomia informacoes e Otimizar o acesso a ferramentas e
& | » Otimizar a relevancia, o valor e a | o Oferecer alternativas para tecnologias de apoio
-S: autenticidade informacdes auditivas

e Minimizar ameagcas e distracdes o Oferecer alternativas para

informacdes visuais

Fornece opcdes para Esfor¢co e | Fornece opgdes para Linguagens e | Fornece opcdes para Expressdo e

Persisténcia: Simbolos: Comunicacgao:

e Aumentar a relevancia das metas | e Esclarecer vocabulario e simbolos | e Usar Varios meios para
o e objetivos e Esclarecer a sintaxe e a estrutura comunicagao
’g e Variar exigéncias e recursos para | e Ajudar a descodificacdo de texto, | » Usar varias ferramentas para
g otimizar o desafio notagdo matematica e simbolos construcao e estruturacdo
& | « Promover a colaboragdo e o | e Promover a compreensdo entre | ¢ Construir fluéncias com niveis
8 espirito de equipa as diferentes linguagens graduados de suporte para pratica e

desempenho
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Fornece opgoes para Fornece opgdes para Fornece opgdes para Funcées
Autorregulagéo: Compreenséo: Executivas:
o | Promover expectativas e crencas | e Ativar ou fornecer conhecimento | ¢ Orientar o0 estabelecimento de
18 gue otimizam a motivagéo prévio metas adequadas
cg ¢ Facilitar habilidades e estratégias | e Realcar padrdes, caracteristicas, | ¢ Apoiar o] planeamento e
'g pessoais de enfrentar situagcoes grandes ideias e relacdes desenvolvimento de estratégias
'q:) e Desenvolver a autoavaliacdo e a | e Guiar o processamento e a | e Facilitar a gestdo de informagées e
= reflexao visualizacdo de informacdes de recursos
- o Maximizar a transmissdo e | ¢ Aumentar a capacidade de
generalizagdo monitorizar o0 progresso
Alunos que séo ....
@
3
[T}
=

Determinados & Motivados Perspicazes & Conhecedores Estratégicos e Focados

O “Center for Applied Special Technology (CAST)” desenvolveu uma estrutura abrangente em torno
do conceito de Universal Design for Learning (UDL), com o objetivo de focar a pesquisa, o
desenvolvimento e a pratica educacional na compreensdo da diversidade e na facilitacdo da
aprendizagem (Edyburn, 2005). A UDL inclui um conjunto de principios, articulados em Diretrizes e
Pontos de verificagéol. A pesquisa que fundamenta a estrutura da UDL é que “os alunos sao
altamente variaveis na sua resposta a instrucao. [...] "

Assim, a UDL foca-se nessas diferencas individuais como um elemento importante para a
compreenséo e concepcgao de uma instrucdo eficaz para a aprendizagem.

Para atingir este objetivo, a UDL apresenta trés principios fundamentais: 1) fornecer varios meios de
representacdo, 2) fornecer varios meios de acdo e expressdo, 3) fornecer véarios meios de
envolvimento. Em particular, as diretrizes do primeiro principio tém a ver com os meios de percepcao
envolvidos na recegao de certas informagdes e de “compreensao” das informagdes recebidas. Por
sua vez, as diretrizes do segundo principio levam em consideragdo a elaboragédo de informacgdes/
ideias e a sua expressdo. Por fim, as diretrizes do terceiro principio tratam do dominio do “afeto” e
da “motivagao”, também essenciais em qualquer atividade educacional.

Além disso, referimo-nos a experiéncia do Projeto Europeu FasMed, que incidiu na avaliacdo
formativa em matematica e ciéncias, (https://research.ncl.ac.uk/fasmed/).

A avaliacdo formativa (AF) é concebida como um método de ensino onde "as evidéncias sobre o
desempenho do aluno séo obtidas, interpretadas e usadas por professores, alunos ou seus colegas
para tomar decisdes sobre as proximas etapas nha instrucdo que provavelmente serdo melhores, ou
melhor fundamentadas, do que as decisbes que teriam tomado na auséncia das evidéncias que
foram evidenciadas "(Black & Wiliam, 2009, p. 7). O projeto FaSMEd refere-se ao estudo de Wiliam
e Thompson (2007), que identifica cinco estratégias-chave para as praticas de AF no ambiente
escolar: (a) esclarecer e compartilhar inteng8es de aprendizagem e critérios para o sucesso; (b)
desenvolver discussfes eficazes em sala de aula e outras tarefas de aprendizagem que evidenciem
a compreensdo do aluno; (c) fornecer feedback que mova os alunos para a frente; (d) ativar os
alunos como recursos instrucionais uns para os outros; (e) ativar os alunos como donos de sua
propria aprendizagem. O professor, os colegas do aluno e o proprio aluno sdo os agentes que
ativam essas estratégias de AF.

! para uma lista completa dos principios, diretrizes e pontos de verificagdo e uma descricdo mais extensa das
atividades do CAST, visite http://www.udlcenter.org
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Tabela 4: Estratégias de avaliagdo formativa

Para onde o aluno se esta Onde o aluno esta agora Como chegar la
a direcionar
Professor 1. Esclarecer as intengbes 2.Planear discussbes | 3.Fornecer feedback que
de aprendizagem e os eficazes em sala de aula e | ajude os alunos a progredir
critérios para o sucesso outras tarefas de
aprendizagem que
evidenciem a compreenséo
do aluno
Compreender e partilhar
Colega intencdes de aprendizagem 4. Estimular os alunos como recursos de aprendizagens de
e critérios para o sucesso uns para 0s outros

Compreender as intengdes
de aprendizagem e os
critérios para o sucesso

Aluno 5. Estimular os alunos como donos da sua prépria

aprendizagem

As atividades do FaSMEd sdo organizadas em sequéncias, que englobam trabalhos de grupo em
fichas de trabalho e discussdo em aula onde os trabalhos de grupo selecionados séo discutidos por
toda a turma, sob a orquestracdo do professor. Levando em consideracdo as estratégias de
avaliacdo formativa e as funcionalidades da tecnologia, Cusi, Morselli & Sabena (2017, p. 758)
desenvolveram trés tipos de planilhas para a atividade em sala de aula:

“(1) questionario de problemas: fichas de trabalho que apresentam um problema e fazem uma ou
mais perguntas envolvendo a interpretacdo ou a construcdo da representacao (verbal, simbdlica,
gréfica, tabular) da relagdo matemética entre duas variaveis (por exemplo, interpretando um gréfico
de tempo-distancia );

(2) questionario de auxilio, destinadas a apoiar os alunos que enfrentam dificuldades com os
formularios de problemas, fazendo sugestfes especificas (por exemplo, questdes norteadoras);

(3) questionario de votagéo: fichas de trabalho solicitando uma votagdo entre as opgdes propostas ”.

Os autores identificaram estratégias de feedback (Tabela 5) que o professor pode adotar para dar
feedback aos alunos (Cusi, Morselli & Sabena, 2018, p. 3466). Essas estratégias sdo aplicadas na
discussdo em aula que é organizada pelo professor apés o trabalho em grupo nas fichas.

Tabela 5:

Repeticdo Quando o professor repete a intervencdo de um aluno para chamar a
atencdo sobre a mesma. Frequentemente, durante a repeticdo, o
professor enfatiza com a entoagédo de voz algumas palavras cruciais da
frase. A reformulacéo ocorre quando o professor reformula a intervencéo
de um aluno, com o duplo objetivo de chamar a atencdo da turma e
tornar a intervengdo mais inteligivel para todos.

Reformulacdo | A reformulacdo ocorre quando o professor reformula a intervencédo de
um aluno, com o duplo objetivo de chamar a atencdo da turma e tornar a
intervencdo mais inteligivel para todos. A reformulacdo € aplicada
guando o professor sente que a intervengéo poderia ser Util, mas precisa
ser comunicada de uma forma melhor para se tornar um recurso para 0s
outros. [...] As estratégias de repeticdo e reformulagéo [...] fazem de um

aluno (o autor da interveng&o) um recurso para a aula.

Reformulagao | Quando o professor, além de reformular, adiciona alguns elementos para
com apoio orientar o trabalho dos alunos.
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Recomeco Quando o professor reage a intervencao de um aluno, que considera
interessante para a turma, ndo dando um feedback direto, mas
colocando uma questéo relacionada. Desta forma, ao relangar o assunto,
o professor fornece um feedback implicito [...] sobre a intervencdo do
aluno, sugerindo que a questdo € interessante e vale a pena ser
aprofundada ou, inversamente, tem alguns pontos problematicos e deve

ser reformulada.

Destaque O destaque ocorre quando o professor chama a atencéo para duas ou
mais intervencdes, representando duas posigBes distintas, de modo a
promover uma compara¢do. Em contraposicao, [...] os autores das duas
posicdes podem ser recursos para a turma e também responsaveis pela
sua aprendizagem.

Além disso, referimo-nos a literatura de pesquisa sobre a abordagem da demonstracdo/prova no
ensino médio. Balacheff (1982) aponta que o ensino de demonstracdes e teoremas deve ter o duplo
objetivo de fazer os alunos compreenderem o que é uma demonstracdo e aprenderem a fazé-la. E
importante que os alunos entendam a necessidade dademonstracdo, caso contrario, o risco é que
eles a sintam como um discurso que visa mostrar ao professor que o aluno possui um determinado
conhecimento (a demonstracdo corre o risco de ser vista como parte do contrato didatico, ao invés
de um meio para validar a afirmacgéo).
Balacheff distingue entre demonstra¢des pragmaticas e demonstragdes intelectuais. As primeiras sédo
baseadss na acao real que é realizada nas representa¢des dos objetos matematicos, enquanto as
segundas sdo baseadas nas experiéncias mentais e sdo realizadas por meio da linguagem.
Em particular, Balacheff ilustra:

- Empirismo Naif (para validar a afirmacé&o verificando alguns exemplos)

- Experiéncia crucial (para validar a declarac¢ao verificando um exemplo "crucial” e dificil)

- Exemplo genérico (para validar uma declaracao referindo-se a um exemplo, que é

considerado representativo de uma categoria inteira)
- Experiéncia mental (para validar uma afirmag&o que néo se refere a um dado exemplo,
avangando assim para as provas intelectuais).

O instrumento de intervengdo visa orientar os alunos para a construcdo da demonstragdo. Além
disso, as ferramentas de intervencao tém por objetivo suscitar a discussao sobre a necessidade de
passar das demonstra¢ges pragméticas as intelectuais.

3. Descricédo
3.1. Dificuldades identificadas através do questionario B2

A ferramenta de intervencédo visa abordar dificuldades especificas que foram delineadas através
dos Questionarios B1 e B2 (questionario B1l: questdes 7-8-9-10-11; Questionario B2: Q2G1,
Q2G2, Q2G3), nomeadamente dificuldades em lidar com uma figura geométrica e suas
propriedades.

Além disso, o instrumento de intervencdo visa preparar o aluno para a abordagem da
demonstragdo. Por isso é denominado “nivel intermédio”: recomendamos abordar esta
ferramenta de intervengéo apoés ter considerado também as ferramentas referentes ao dominio
geométrico e dominio cognitivo visuoespacial. . Nos recursos também se encontra um nivel
avancado.

3.2. Area cognitiva e dominio matematico envolvidos

A ferramenta de intervencao refere-se ao dominio matematico da geometria e a area cognitiva do
raciocinio, embora haja ligacdes relevantes com as aeas cognitivas da meméria (recuperando
fatos geométricos e teoremas) e visuoespacial (lidando com uma figura geométrica, gerindo
informacdes em diferentes representacdes incluindo o visuo-espacial).
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3.3. Objetivos Educativos

Através da ferramenta de intervencao, os alunos séo orientados a construir uma demonstragéo,
refletindo sobre etapas importantes: compreensao do texto, identificagdo de hipoteses e teses,
representacdo de hipéteses sobre a figura e com outros sistemas de representagdo (como
formulas algébricas), relembrando ja& conhecidas fatos geométricos, organizando a
demonstracéo na forma de uma cadeia dedutiva de argumentos.

A ferramenta consiste numa série de perguntas que o professor pode fazer aos alunos durante
uma discussao na turma. As perguntas podem ser projetadas no quadro branco. Caso os alunos
tenham a disposicdo tablets ou computadores com ligacdo a internet, as questdes podem ser
colocadas através de um sistema de resposta interativo (ex .: Socrative, Mentimeter).

Nesta ferramenta de intervencéo colocamos em agéo as diretrizes especificas da UDL.

As diretrizes do Principio 1 (fornecem vérios meios de representacdo), sugerem propor

diferentes opcbes para a percepgcdo e oferecer suporte para a decodificacdo de notacao

matematica e simbolos.

A ferramenta de intervengdo oferece guia e suporte para a decodificacdo de um texto
matematico.

As diretrizes do Principio 2 (fornecer varios meios de acdo e expressdo) sugerem oferecer

diferentes opcdes de expresséo e comunicacao para apoiar o planeamento e o desenvolvimento

de estratégias.

A ferramenta de intervengédo orienta o planeamento e o desenvolvimento da estratégia.

As diretrizes do Principio 3 mostram como certas atividades podem atrair o interesse dos

alunos, otimizando a escolha individual e a autonomia, e minimizando ameagas e distracdes. Os

alunos sédo questionados em forma de questionario (qual é a resposta correta?) De forma a

promover sua participa¢do na atividade.

Em termos de avalia¢do formativa, os alunos preocupam-se em fazer perguntas em forma de
guestionario ou perguntas abertas (estratégia 5: eles tornam-se donos de sua prépria
aprendizagem); os alunos sé@o convidados a comentar as respostas incorretas de um aluno
ficticio (estratégia 4: tornam-se recurso para os demais); apos a votagdo, o professor pode
promover uma discussdo de equilibrio (estratégia 2); discutindo os resultados da votacdo o
professor trabalha individualmente ou em pequenos grupos e, apos cada item ou no final da
atividade, o professor pode promover uma discussdo em classe (estratégia de avaliagédo
formativa 2). Os alunos discutem suas estratégias e dificuldades (estratégias 4 e 5). O professor
pode monitorar o progresso dos alunos ao longo do jogo, dando feedback e avisos (estratégia 3).

3.4. Destinatarios
A ferramenta de intervencéo € dirigida a toda a turma.

3.5. Atividades educativas: a ferramenta de intervencéo

A ferramenta consiste numa série de perguntas que o professor pode fazer aos alunos durante
uma discussdo na turma. As perguntas ja estdo colocadas numa apresentagdo em power point,
para que o professor as projete no quadro branco.

Caso os alunos tenham a disposi¢do tablets ou computadores com ligacdo a internet, as
guestbes podem ser colocadas através de um sistema de resposta interativo (ex .: Socrative,
Mentimeter).

O arquivo em power point é fornecido em separado. Aqui inserimos alguns comentérios sobre a
sequéncia de perguntas.

Os alunos recebem o texto de uma afirmagéo a ser demonstrada. O texto € acompanhado por
uma figura.

Em primeiro lugar, os alunos devem encontrar a tese no texto. O professor pode promover uma
discusséo sobre as respostas dos alunos (estratégia de avaliagao formativa 2).
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Segments AD and AB and segments
EA and AC are respectively
congruent

Show that triangles DAE and BAC
are congruent

Find the thesis in
the text

Alternativamente, o professor pode mostrar quatro respostas ficticias aos alunos e promover uma
votacao.

Segments AD and AB and segments
EA and AC are respectively
congruent

Show that triangles DAE and BAC
are congruent

Barbara:
Triangles DAE and BAC
are congruent

Alice:
Angles DAE and BAC
are congruent

Claire:
Segments AD and AB
are congruent

Who found the thesis?

DETEH
Segments EA and
AC are congruent

O mesmo processo pode ser seguido para as hipéteses do texto.

Segments AD and AB and segments
EA and AC are respectively
congruent

Show that triangles DAE and BAC
are congruent

A ~

Find in the text
the hypotheses

7
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Segments AD and AB and segments
EA and AC are respectively

A congruent

Show that triangles DAE and BAC
are congruent

Alice: Barbara:
Segments AD and EA Triangles DAE and BAC
are congruent are congruent

Who found an hypothesis

in the text? Claire:
Segments AD and AB

are congruent

Darla:

Segments EA and
AC are congruent

Através do slide seguinte, o professor pode promover uma discussdo visando a compreensdo do
texto.

D 8 Segments AD and AB and
segments EA and AC are
7\ respectively congruent
Show that triangles DAE and BAC
are congruent

How would you rephrase
the red sentence to make
it more clear?

No slide seguinte, os alunos sao solicitados a avaliar (e corrigir, se necessario) uma parte do
processo de demonstragdo. Dessa forma, atuam como recursos para um colega ficticio (estratégia 4)
e refletem sobre a importéncia de organizar a demonstracdo como um discurso onde os enunciados
devem partir da hip6tese ou do conhecimento prévio (prova intelectual).
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Segments AD and AB and segments
EA and AC are respectively

7\ congruent

Show that triangles DAE and BAC
are congruent

Alice: angles EAD and BAC are congruent because | have
to show that triangles DAE and BAC are congruent

Barbara: angles EAD e BAC are congruent because | can
see it on the drawing

Who is right?

Claire: angles EAD e BAC are congruent because they
are opposite angles

Darla: angles EAD e BAC are congruent because | know
that triangles DAE and BAC are congruent

Segments AD and AB and segments
EA and AC are respectively

7\ congruent

Show that triangles DAE and BAC
are congruent

Alice: angles EAD and BAC are congruent because | have
to show that triangles DAE and BAC are congruent

Barbara: angles EAD e BAC are congruent because | can

What would you say to see it on the drawing
Alice?

Claire: angles EAD e BAC are congruent because they
are opposite angles

Darla: angles EAD e BAC are congruent because | know
that triangles DAE and BAC are congruent

As mesmas perguntas sdo feitas para todas as afirmacdes incorretas.

Por fim, os alunos sdo convidados a avaliar e comentar a demonstragdo fornecida por quatro alunos
ficticios. Novamente, os alunos atuam como recursos para outros colegas (estratégia 4) e refletem
sobre 0 que pode ou ndo representar uma demonstracédo (demonstracdo intelectual).
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D B

Which is the correct
proof? What would you

say to the girls that are
wrong?

E C

Alice: by hypothesis AD=AB, EA=AC, angles DAE and BAC are congruent.
Triangles DAE and BAC are congruent for SAS criterium

Barbara: by hypothesis AD=AB, EA=AC, angles DAE and BAC are congruent because they are
opposite.

Triangles DAE and BAC are congruent for the ASA criterium

Chiara: by hypothesis AD=AB, EA=AC, angles DAE and BAC are congruent because they are opposite.
Triangles DAE and BAC are congruent for the SAS criterium

Chiara: from the drawing AD=AB, EA=AC; angles DAE and BAC are congruent because they are opposite.
Triangles DAE and BAC are congruent for the SAS criterium
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