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Wstep

Dyskomfort w klasie i trudnosci w nauce sg przejawami zwigzanymi przewaznie z czynnikami ryzyka, ktére
moga mie¢ podtoze fizyczne lub spoteczno-kulturowe i ktérymi nalezy zaja¢ sie za pomoca teoretycznie
ugruntowanego i odpowiednio opracowanego modelu interwencji opartego na dowodach empirycznych celem
unikniecia niepowodzen szkolnych. Rézne czynniki ryzyka i ich skutki mozna przypisa¢ pewnym czynnikom o
duzej skali. Wedtug wielu miedzynarodowych badan wptyw pochodzenia spoteczno-kulturowego uwidacznia sie
przede wszystkim w wynikach szkolnych, co generuje znaczne opdznienia i dystans w rozwoju poznawczym
obecny juz od pierwszych lat zycia. W kategorii uczniéw okreslanych jako ,niskie osiggniecia” (NO) skutki
deficytow sg bardziej widoczne na polu jezykowym, ale istotne braki wystepuja takze w matematyce.
Uczniowie osiggajacy niskie wyniki, czyli ci, ktdrzy osiggneli poziom ponizej Sredniej klasy, przejawiajg czeste
trudnosci w operacjach zwigzanych z procesem pamieciowym, podczas rozwigzywania problemoéw
wymagajacych strategii obliczeniowych - efekt deficytu rozpoznawania faktéw. Ograniczenia w rozwigzywaniu
problemdw s3 czesto powigzane z trudnosciami w czytaniu i rozumieniu tekstéw, deficytach w formutowaniu
hipotez, w procesach logicznych, w stosowaniu i adaptacji zasad matematycznych oraz innych réznych
poznawczych podtypach trudnosci w uczeniu sie matematyki (TUM), ktére zostaty sklasyfikowane za pomoca
podejscia opartego na danych liczbowych. Réwniez braki motywacyjne zmniejszajg determinacje ucznidw w
pokonywaniu przeszkdd poznawczych, jakie stwarzajg ztozone tresci matematyczne. Aby odpowiednio poradzié
sobie z trudnosciami, konieczne jest zaproponowanie metod uwzgledniajgcych ztozonos$¢ czynnikdw
generujgcych problemy w nauce, rdéznorodnosé ich skutkéw i szybkos¢, z jakg powstajg rdznice w
umiejetnosciach, tak aby wskazac cel i czynniki ochronne. Wazne jest, by wczesne diagnozy byty adekwatne do
identyfikacji specyficznych probleméw w uczeniu sie i aktywizacji proceséw poznawczych uczniéw (takich jak
postrzeganie, rozpoznawanie, poczecie i rozumowanie), ktore nie sg odpowiednio stymulowane w odniesieniu
do podstawowych tresci w zintegrowanym kontekscie uczenia sie matematyki i jezyka, ktory motywuje uczniéw
do osiggniecia sukcesu.

Niskie wyniki w matematyce nawet dla tych, ktérzy prezentujg przecietne umiejetnosci czytania i pisania, maja
bezposredni wptyw na codzienne zycie, skutkujagc mniejszymi mozliwosciami pracy i nizszymi zarobkami, co
udokumentowano w analizach przeprowadzonych w Wielkiej Brytanii i USA. Dlatego znaczenie systemu
edukacyjnego ma fundamentalne znaczenie dla radzenia sobie z deficytami w celu przygotowania mtodych
ludzi do wykonywania, zgodnie z wiasnymi mozliwosciami i wyborami, aktywnosciami lub funkcjami, ktére
przyczyniajg sie do materialnego lub duchowego postepu spoteczenstwa.

2.1 Charakterystyka TNM poprzez ich przejawy i mozliwg identyfikacje

Podstawy neurobiologiczne mogg by¢ przyczyng niepetnosprawnosci matematycznej, ktéra jest uwazana za
zaburzenie neurorozwojowe, ale niepetnosprawnos¢ matematyczna moze by¢é réowniez konsekwencjg
czynnikdéw zewnetrznych. Dowdd na to, jak srodowisko spotecznego wptywa na organizm ludzki, byt podany w
starozytnosci i okreslony jako tak zwane zaburzenie deprywacji afektywnej, ktérego skutki od lat 70. XX wieku
Lytt Gardner badata w dzieciecej kartowatosci lub psychospotecznym niskim wzroscie PNW). Epigenetyka,
bedaca mtodg dyscypling, poprzez naukowe dowody wskazuje, jak czynniki spoteczno-kulturowe wptywaja na
organizm i jego funkcjonowanie, powodujac dziedziczne zmiany fenotypowe, modyfikujgc aktywacje niektorych
gendw, bez zmian w sekwencji DNA. Poniewaz doswiadczenia Srodowiskowe modulujg poziomy i charakter
sygnatéw epigenetycznych, uwaza sie je za fundamentalne w posredniczeniu w zdolnosci Srodowiska do
regulowania genomu. Epigenetyka odgrywa fundamentalng role we wszystkich procesach reorganizacji i
restrukturyzacji neuronéw, w tym takze tych, ktére kierujg plastycznoscig modzgu. Kluczowe zmiany
epigenetyczne sg rowniez zaangazowane w regulacje procesdw uczenia sie i pamieci, wzbogacenie sSrodowiska
jest réwniez zdolne do leczenia deficytow uczenia sie i pamieci. Istnieje wiele teorii w tej kwestii:

- Hipoteza deficytu rdzenia,
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- Deficyty w ogdlnej hipotezie dziedzinowej,
- Braki w dziedzinach matematycznych specyficznych dla danej dziedziny,
- Hipoteza deficytu proceduralnego

Teorie te opierajg sie na dysfunkcji w okreslonych obszarach médzgu zwigzanych gtéwnie z procesami
matematycznymi. Ponadto badania z zakresu psychologii wychowawczej i edukacji ogdlnej wspieraja hipoteze
filtra afektywnego, ktéra jest pojeciem odnoszacym sie do teorii uczenia sie drugiego jezyka i dotyczy trudnosci
W uczeniu sie wywotanych negatywnymi reakcjami emocjonalnymi na witasne srodowisko. Niektére uczucia,
takie jak strach, niepokdj i nuda, zaktdcajg proces uczenia sie zgodnie z hipotezg filtra afektywnego. Te
negatywne emocje dziatajq jak filtr miedzy moéwca a stuchaczem, zmniejszajac ilo$¢ informacji, ktdre stuchacz
moze zrozumieé, uniemozliwiajgc w ten sposéb efektywne ich przetwarzanie.

Terminy uzywane do opisania ucznidw majgcych problemy z matematyka réinig sie w zakresie studiow i
przepisbw w zaleznosci od definicji samych grup docelowych oraz od zastosowanych instrumentéw
badawczych i polityki zwalczania. Szeroko stosowana definicja trudnosci w nauce matematycznej (TNM)
obejmuje szerokg game deficytéw, gtéwnie dotyczacych obszaru arytmetyki, a tym samym rozwigzywania
problemdw arytmetycznych: ogdlnie méwiac, TNM jest uzywane w odniesieniu do trudnosci w uczeniu sie we
wszystkich dziedzinach matematyki. Trudnosci matematyczne doswiadczane przez dzieci zalezg od réznych
czynnikdw, od ztego nauczania po $rodowisko spoteczno-kulturowe, o szerszym znaczeniu niz definicja
niepetnosprawnosci matematycznej (NM). Nie wszyscy uczniowie z trudnosciami matematycznymi bedg
posiada¢ NM, ktérej hipotetyczny paradygmat odnosi sie do wrodzonej dysfunkcji poznania matematycznego,
niezaleznej od przyczyn spoteczno-kulturowych i srodowiskowych. dlatego z braku standardow
potwierdzajgcych wystepowanie trudnosci w nauce (TN) matematyki , w obrebie $rodkéw dydaktycznych
nalezy uwzglednic¢ réznice w kryteriach diagnostycznych i rézne wizje systemow edukacyjnych i medycznych
odpowiedzialnych za opieke nad tymi uczniami.

The socio-cultural environment in which the students and the teachers are inserted, strongly influences the
learning achievements, because a diagnosis of a disease instead of a difficulty depends on the respective
official definition, thus radically changing the tackling perspective and testing procedures and reflects on the
effectiveness of the efforts to improve the quality of the teaching/learning process. It is important, therefore
for us to understand that the context influences both groups of the students and the teachers, so first of all we
should identify the environment where teachers use terms like dyscalculia rather than poor math achievement
to address children. The issue of a definition is still in progress, in Italy and most western countries the
specificity of MLD diagnosis is included in a general category of ‘Specific Learning Disabilities’ (SLD)

Srodowisko spoteczno-kulturowe, w ktérym znajdujg sie uczniowie i nauczyciele, silnie wptywa na osiagniecia w
nauce, skoro diagnoza choroby zalezy nie tyle od trudnosci, lecz od odpowiedniej oficjalnej definicji, radykalnie
zmienia perspektywe walki i procedury testowania oraz rozwazan nad skutecznoscig wysitkdw na rzecz
poprawy jakosci procesu nauczania / uczenia sie. Dlatego wazne jest rozumied, iz kontekst wptywa zaréwno na
grupy uczniow, jak i nauczycieli, z tego wzgledu w pierwszym kroku nalezy zidentyfikowac¢ srodowisko, w
ktorym nauczyciele uzywajg termindw takich, jak dyskalkulia, ktore jest znacznie lepsze niz "niskie osiggniecia
matematyczne” w odniesieniu do dzieci. Kwestia definicji jest nadal w toku, we Wtoszech i wiekszosci krajow
zachodnich specyfika diagnozy TNM jest zawarta w ogdlnej kategorii Specyficzne trudnosci w uczeniu sie (STU)
wraz ze wszystkimi trudnosciami w uczeniu sie, uczniowie sg zatem traktowani jako osoby ze ,specjalnymi
potrzebami edukacyjnymi” (SPN).

Swiatowa Organizacja Zdrowia w Miedzynarodowej statystyczne] klasyfikacji choréb i powigzanych problemoéw
zdrowotnych (International Statistical Classification of Diseases and Related Health Problems) 10. edycji (IChD-
10) wdraza klasyfikacje o nazwie ,F81.2 Specyficzne zaburzenie w zakresie umiejetnosci arytmetycznych” ,
ktore ,wigze sie z okreslonym uposledzeniem umiejetnosci arytmetycznych, ktérego nie mozna wyttumaczy¢
wyfacznie ogdlnym uposledzeniem umystowym lub razgco nieodpowiednim wyksztatceniem”. Testy
diagnostyczne, takie jak IChD 10 (WHO, 2003) lub DSM 5 (2013), majg na celu zidentyfikowanie osdb z
zaburzeniami matematyki lub trudnosciami w uczeniu sie matematycznym jako majacych okreslone trudnosci
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w uczeniu sie lub uczeniu sie matematyki w oparciu o modele medyczne. Inne podejscia badawczo-
wyjasniajgce, takie jak europejska spotecznos$¢ edukacyjna, wykorzystujg szerszg koncepcje ucznidw z
matematycznymi trudnosciami w uczeniu sie, odnoszac sie do dowolnej grupy uczniéw z niskimi osiggnieciami
w matematyce (2013): ,Niskie osiggniecia to sytuacja, w ktérej dziecko nie nabywa podstawowych
umiejetnosci, podczas gdy nie mazadnej zidentyfikowane] niepetnosprawnosci a zdolnosci poznawcze obecne
s3 w normalnym zakresie. W takich przypadkach niskie wyniki mogg by¢ traktowane jako porazka systemu
edukacji ”.

»Deficyt dotyczy opanowania podstawowych umiejetnosci obliczeniowych dodawania, odejmowania, mnozenia
i dzielenia (a nie bardziej abstrakcyjnych umiejetnosci matematycznych zwigzanych z algebrg, trygonometria,
geometrig czy rachunkiem rézniczkowym)”. Jednoczesnie wytyczne diagnostyczne ukazujg, ze ,zaburzenia
arytmetyczne badano rzadziej niz zaburzenia czytania, a wiedza na temat przebiegu, korelacji i wynikow jest
dos¢ ograniczona”. Bedziemy uzywa¢ TNM w odniesieniu do matematycznych trudnosci w uczeniu sie we
wszystkich dziedzinach, co nalezy uznaé za wielowymiarowe, tym samym wprowadza sie obraz domeny
matematycznej inne niz wymienione powyzej. Na przyktad zwigzane z pamiecig (procesem zapamietywania),
takie jak hamowanie wprowadzania nieistotnych informacji do pamieci roboczej; mechanizmy wykonawcze
zwigzane z rozumowaniem, takie jak zakaz; hamowanie (filtr afektywny); aktualizowanie odpowiednich
informacji, przechodzenie od jednej strategii operacyjnej do innej, aktualizacja i planowanie strategiczne,
podejmowanie decyzji, pamie¢ semantyczna; wizualno-przestrzenna pamie¢ robocza i rozumowanie /
percepcja wzrokowo-przestrzenna.

2.2 Jakie dziatania nalezy podja¢ w praktyce dydaktycznej w odniesieniu do Trudnosci w
uczeniu sie matematyki?

Powszechnie uwaza sie, w szczegdlnosci w Srodowisku nauczycieli przedmiotéw s$cistych, w tym takze
matematycznych, iz wiele trudnosci ze zrozumieniem i uczeniem sie uczniéw zalezy od czynnikéw jezykowych.

Zapamietywanie regut na pamiec¢ nie wystarczy jednak w obliczu problemu, bo choé¢ uczniowie pamietajg
reguty, to czasami nie potrafig rozpozna¢ pytania, zinterpretowac instrukcji, zidentyfikowaé elementy
niezbedne do rozwigzania itp.

Czasami nauczyciele skarzg sie na trudnosci dzieci w wyrazaniu sie: poprawianie zadan domowych z
matematyki czesto wymaga interpretacji i integracji niepowigzanych i niepoprawnych jezykowo tekstow.
Jezykowy lub tekstowy bfad organizacyjny w zadaniu matematycznym nalezy traktowac jako powazny.
Narzedzia potrzebne nauczycielom dyscyplin naukowych muszg by¢ skuteczne, aby rozwigzywaé trudnosci
jezykowe uwazanie za jedno ze zrddet trudnosci w matematyce.

W nauce matematyki komponent komunikacyjny jest kluczowy, by wtasciwie wyrazac¢ i przekazywac wiedze,
umiejetnosci, postawy i doswiadczenia, ktdre sg nieustannie opracowywane i przeplatane ze sobg; sciezka
uczenia sie jest zatem wynikiem pracy, w ktorej jezyk taczy rézne komponenty wspoétdziatajgce ze soba.

Martha Fandifio analizuje aspekty procesu uczenia sie z innego punktu widzenia, koncentrujgc sie na
strategiach. Rozrdznia ,uczenie sie konceptualne”, ,uczenie sie proceduralne lub algorytmiczne”, ,uczenie sie
semiotyczne lub zarzadzanie reprezentacjami”, ,uczenie sie strategiczne” i wreszcie ,uczenie sie
komunikatywne” , ktére majg decydujacy wptyw w koricowej fazie procesu uczenia sie, kiedy zachodzi zamiana
w efektywng nauke i zrozumienie. Komunikatywne uczenie sie matematyki jest aspektem edukacji, ktéry
dotyczy zdolnosci do wyrazania logicznych pomystéw, opowiadania, potwierdzania, uzasadniania,
argumentowania, demonstrowania poje¢ matematycznych (zaréwno ustnie, jak i na piSmie) i wizualnego
przedstawiania ich za pomoca liczb.
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Najwazniejsze miedzynarodowe badanie w ramach umiejetnosci matematycznych, badanie OECD-PISA, podaje
definicje ,wynikow w matematyce”, ktdra na potrzeby badania PISA mierzy umiejetnosci matematyczne 15-
latka: ,Umiejetnos¢ matematyczna to zdolno$¢ jednostki do rozumowania matematycznego oraz
formutowania, wykorzystywania i interpretowania matematyki w celu rozwigzywaniu probleméw w réznych
kontekstach s$wiata rzeczywistego. Obejmuje koncepcje, procedury, fakty i narzedzia do opisywania,
wyjasniania i przewidywania zjawisk. Pomaga jednostkom poznac role, jakg matematyka odgrywa na swiecie, i
wydawac uzasadnione sady oraz podejmowaé decyzje potrzebne konstruktywnym, zaangazowanym i
refleksyjnym obywatelom XXI wieku ”. Dla przyktadu studenci powinni umieé zarzadzaé trzema procesami
matematycznymi:

- Matematyczne formutowanie sytuacji;
- Stosowanie poje¢ matematycznych, faktow, procedur i rozumowania;
- Interpretacja, stosowanie i ocena wynikdw matematycznych.

Kompetencje jezykowe odgrywaja fundamentalna role. Ramy odniesienia badania OECD-PISA wyjasniajg te role
i mogg by¢ bardzo przydatnym narzedziem, takze dla nauczycieli, do lepszego definiowania zjawisk i
interpretacji zachowan ucznidéw.

W ramach badania OECD-PISA podkresla sie znaczenie kompetencji komunikacyjnych w trzech réznych
aspektach procesdw matematycznych - formutowaniu, uzyciu oraz interpretowaniu. W procesie formutowania
jezyka fundamentalne jest rozwazenie czytania, dekodowania i interpretowania wypowiedzi, pytan, zadan w
celu stworzenia mentalnego modelu sytuacji; w procesie uzycia wyraznie stwierdza sie, ze umiejetnosci
jezykowe sg niezbedne do wyartykutowania rozwigzania, zilustrowania pracy niezbednej do dojscia do
rozwigzania oraz podsumowania i zaprezentowania wynikdw posrednich; wreszcie, w procesie interpretac;ji,
potrzebujemy jezyka, aby opracowac i przekaza¢ wyjasnienia i argumenty w kontekscie problemu. Kompetencja
argumentacyjna przejawia sie réwniez w trzech fazach cyklu rozwigzywania probleméw (modelowania) -
formutowania, wykorzystywania, interpretacji i oceny - w szczegdlnosci poprzez dostarczanie, wyjasnianie i
obrone uzasadnien modelowania matematycznego, waznych dla nabycia kompetencji jezykowych.

W sSwietle powyzszego oczywiste jest, iz konieczne wydaje sie budowanie interdyscyplinarnego pofgczenia
miedzy pracg nauczyciela jezyka a pracg nauk scistych, zwtaszcza matematyki, we wszystkich klasach szkolnych.

Poniewaz trudnos$¢ i niesprawnos$¢ jezykowa faktycznie przeszkadza w rozumieniu tresci problemu, w
umiejetnosci identyfikacji instrukcji, mozliwosci znalezienia skutecznej strategii rozwigzania, w umiejetnosci
kontroli poprawnosci wyniku, umiejetnosci uzasadnienia wybranej strategii oraz opracowania i uzasadnienia
rozwigzania, nalezy wzig¢ pod uwage strategie przeciwdziatania trudnosciom jezykowym i
niepetnosprawnosciom, aby przeciwstawi¢ sie problemom zwigzanym z rolg jezyka w nauce matematyki.
Przede wszystkim jezykowy aspekt podrecznikéw: winny by¢ one wywazone, aby odzwierciedlaty wiek i
otoczenie spoteczne ucznidw, ponadto nalezy wzigc¢ pod uwage wykorzystanie innych technik komunikacyjnych,
takich jak obrazy i inne strategie nauczania, na z jednej strony przeciwdziatanie trudnosciom w uczeniu sieg, z
drugiej wzmacnianie $swiadomosci potencjatu pracy nad tekstami matematycznymi w zakresie doskonalenia
umiejetnosci jezykowych.

Wsrod aspektéw motywacyjnych, ktore powinny by¢ brane pod uwage w procesie uczenia sie we wszystkich
dyscyplinach, a zwtaszcza w matematyce, jest: regularnosé¢ i harmonia, na przyktad w formutach i figurach
geometrycznych, ktére sy aspektami zwigzanymi z pojeciem piekna. Zdania takie jak ,fadne twierdzenie”,
,hiezty dowdd” lub ,niezta teoria” sg powszechne wsrod matematykéw: dla twierdzenia ,piekny” oznacza
krétki i jasny, a w przypadku wyrazu ,piekny” oznacza niezbyt krotki, poniewaz odnosi sie do dobrze
wyrazonego wyniku. Postepowanie harmoniczne i matematyczne sg scisle powigzane w sztuce i muzyce, co
widac¢ na przyktad w ztotym podziale i muzycznej skali harmonicznej, dzieki czemu uczniowie stajg Swiadomi
sposoby, w jaki charakterystyczne cechy ,emocjonalnych” elementéw matematycznych sg wzmacniane i
usystematyzowane w muzyce oraz, bardziej ogdlnie w sztuce powinny by¢ wdrazane w procesie uczenia sie w
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szkole. Méwiac stowami Leibniza: ,Muzyka jest ukrytym arytmetycznym ¢wiczeniem umystu, ktéry nie wie, ze
liczy”.

Poniewaz style uczenia sie mogg sie rézni¢ w zaleznosci od ucznia, przyktady ,z zycia wziete”, stymulujgce rézne
czynnosci zmystowe, s3g uwazane za niezwykle przydatne w pokonywaniu trudnosci ucznidw. Z
matematycznymi elementami teorii muzyki zwigzane sg rdine anegdoty, np. Pitagoras i jego uczniowie
zauwazyli, ze wibrujgce dwie struny poddane temu samemu napieciu, ale o réznej dtugosci (odpowiednio 1/2,
2/3 i 3/4 pierwszej), dajg szczegdlnie przyjemne dla ucha dzwieki (w rzeczywistosci spotgtoski). Fizjologiczna
struktura naszego stuchu sprawia, iz czestotliwosci dzwiekdw postrzegamy w sposéb multiplikatywny, a nie
addytywny: w skrécie, uchem ,liczymy” w postepie geometrycznym, a palcami, dodajgc jednostki do jednostek,
liczymy zgodnie z postepem arytmetycznym. Skala jest zbudowana z czestotliwosci podstawowej struny
przyjetej jako jednostka i pomnozonej lub podzielonej przez 3/2. Postepujgc w ten sposdb, rosngco lub
malejgco, mnozac przez 3/2 lub 2/3, otrzymujemy proporcje tak zwanej skali pitagorejskiej (chociaz faktycznie
pochodzi ona z Eratostenesa w Il wieku pne). Na przyktad, nuta emitowana przez strune rozciggnietg przez
poczwdrng wage ma podwdjng czestotliwosé: mozna powiedzied, ze jest o jedng oktawe od poprzedniej i
bedzie odbierana jako ,réwna”, ale ostrzejsza. Te samg obserwacje mozna powtérzy¢ w odniesieniu do
dtugosci: skracajac strune, a zwtaszcza dociskajgc jg do potowy jej dtugosci, a nastepnie sciskajgc jedng z jej
potéwek, uzyskamy nute na wyziszej oktawie. W dzisiejszej klawiaturze fortepianu, pomiedzy dwoma
sgsiadujgcymi klawiszami, czarnym lub biatym, wystepuje interwat zwany ,,temperowanym péttonem”. Struny
dowolnego wybranego poéftonu s3 w tym samym stosunku. Skale uzyskang zgodnie z réwnomiernym
temperamentem uzyskuje sie zatem przez podzielenie oktawy na dwanascie réwnych czesci na skali
logarytmicznej. Skoro oktawa reprezentowana jest przez stosunek 2:1, za pomocg fancucha prostych proporcji
otrzymujemy wartos¢ najmniejszego interwatu, zwanego umiarkowanym péttonem, réowng dwunastemu
pierwiastkowi z 2, ktéry ma wartos¢ okoto 1,06, zblizong do péttonu diatonicznego E-F, ktéry ma wartosé¢
256/243 = 1,053 i warto$¢ tonu temperowanego, co odpowiada iloczynowi dwdch dwunastych pierwiastkow z
2, rownej 1,1224, a wiec bliskiej wartosci tonu skali diatonicznej, czyli 9/8 = 1,125. Jak wiemy dzisiaj,
podstawowa czestotliwos¢ (nuta) dzwieku emitowanego przez strune w wibracji jest wprost proporcjonalna do
pierwiastka kwadratowego z napiecia, ktéremu poddana jest struna; jest odwrotnie proporcjonalna do swojej
dtugosci, pierwiastka kwadratowego z jej gestosci i przekroju. Rozwigzanie to w pewien sposéb ocalito
wspotbrzmienie interwatéw systemu pitagorejskiego i ujednolicito stopnie gamy, dajac kompozytorom i
instrumentalistom znacznie wiekszg swobode i wiekszg mozliwos$¢ gry i komponowania, ale musiato korzystaé z
irracjonalnej koncepcji. odrzucony przez Pitagorasa, poniewaz zaprzeczat mozliwosci wyrazenia zwigzku za
pomocg liczb naturalnych. W XVIII wieku matematycy lepiej rozumieli nature dzwieku i potrafili analitycznie
opisa¢ jego propagacje. Francuski matematyk J.-B. J. Fourier doszedt do wniosku (opierajgc sie na Danielu
Bernoullim (1700-1782) uznajacego, ze za pomocg szeregu trygonometrycznego okresla sie rodzaj dzwieku), iz
kazdg funkcje okresowg mozna wyrazi¢ za pomocg szeregu trygonometrycznego. Elementy matematyczne
obecne s3 w muzyce Arnolda Schonberga (1874-1951) i jego ucznidw, zgodnie z atonalnoscia i dodekafonig,
metodg kompozycyjng wykorzystujacg dwanascie dzwiekdéw skali chromatycznej wolnej od wzajemnych i
hierarchicznych relacji harmonicznych i zreorganizowanej, nawet z wykorzystanie technik kombinacyjnych,
zgodnie z zasadg szeregu. W XIX wieku, po podwazeniu zasady wspoétbrzmienia / dysonansu akordéw
muzycznych, mamy kilka przyktadéw zasad matematycznych wprowadzonych do muzyki za pomocg muzyki
stochastycznej opartej na teorii taicuchéw Markowa, w 1955 roku lannis Xenakis wprowadzit do muzyki
prawdopodobienstwo: kompozycja muzyczna jest przetwarzana formalnie procesy zdefiniowane w kategoriach
probabilistycznych.

Wyobraznia jest rowniez niezbednym elementem myslenia matematycznego. Wymaga ona ksztatcenia poprzez
poprawng i precyzyjng interpretacje jezyka i regut, wedtug ktdrych budowane sg obiekty matematyczne. Mozna
pomdc uczniowi w prawidtowej, wyobrazeniowej konstrukcji abstrakcyjnego pytania matematycznego,
wybierajgc w historii matematyki paradygmat najblizszy jego modelom kulturowym i najbardziej odpowiedni
do wychowania do myslenia strukturg (zbuduj model ), ktore pozostang spdjne i funkcjonalne nawet w dalszej
kontynuacji badania, gdy rézne gatezie, takie jak geometryczna i algebraiczna, bedg sie miesza¢, dla przyktadu
w paradoksie Zenona z platonskiego dialogu Sokratesa: aby dogoni¢ zétwia, Achilles powinien by¢ w stanie
podroczy¢ (przebiec) sume nieskonczonych odcinkéw tgczacych jego potozenie z potozeniem zétwia; jednak
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suma nieskonczonych odcinkéw niekoniecznie jest segmentem nieskoriczonym, jesli majg one zerowg dtugosé.
Oto paradoks, prawdopodobnie niespdjny: realizujac sume prawie nieskoriczonosci z odlegtosci prawie zerowej,
odpowiedz nie daje wyniku ,nieskoriczonos¢”. Zero i nieskoriczono$¢ to dwie wielkosci, jednak w
przeciwienstwie do zwyktych liczb, maja pewne wyjgtkowe wymogi: zero pomnozone przez dowolng liczbe
zawsze daje wynik zero, a nieskoriczono$¢ pomnozona przez dowolng liczbe daje wynik nieskoriczono$é. Co sie
dzieje, gdy mnozg sie zero i nieskonczonosé? Wynik, ktory sie pojawia, pozostaje nieokreslony. Aby zrozumie¢,
ze takie sumy moga by¢ skoriczone, trzeba byto poczeka¢ do XVIII wieku. Dopiero wtedy zaczeto buntowac sie
przeciwko dyktatowi perypatetykdw, co ostatecznie doprowadzito Georga Cantora (1845-1918) do stworzenia
zadowalajacej i spdjnej teorii matematycznej nieskoriczonosci.

Wazne jest, aby jasno wyrazi¢ znaczenie stdw, za pomoca ktérych zostanie zaprezentowana koncepcja
matematyczna, i odpowiadajgce im obrazy, wybrane do jej zilustrowania: konstrukcji abstrakcyjnej koncepcji
nie mozna bowiem oddzieli¢ od przyktadéw. W matematyce obraz nigdy nie moze by¢ reprezentatywny dla
pojecia, do ktdrego sie odnosi, stuzy jedynie do jego przywotania , niemniej jednak zty lub niewtasciwie
wykorzystany obraz moze fatwiej spowodowac nieporozumienie niz zle napisany tekst.

Stowo ,,wyobraznia” jest powigzane z obrazem i umozliwia tworzenie mentalnych obrazow, ktére z pewnoscig
roznig sie od postaci widzianej w ksigzce lub na ekranie komputera i sg w rzeczywistosci bardziej abstrakcyjne,
na przyktad, jesli chodzi o dwuwymiarowa reprezentacje tréjwymiarowej struktury. Zmyst wzroku czesto wigze
sie z czasownikiem ,widzie¢”, ktéry w wielu jezykach jest w zaleznosci od kontekstu synonimem ,rozumiec
cos$”: i niekoniecznie odnosi sie do zmystu wzroku lub do rzeczywistego obrazu, czasami moze by¢ obrazem
mentalnym lub abstrakcyjng koncepcja. Niemniej jednak, aby wyobraznia mogta poradzi¢ sobie ze wszystkimi
piecioma zmystami: to stwierdzenie nalezy wzig¢ pod uwage przy konstruowaniu réznych strategii nauczania

celem dotarcia do predyspozycji i zdolnosci réznych uczniéw.

2.3 Analiza jezyka uzywanego w podrecznikach do matematyki w celu wykazania zwigzku
miedzy jezykiem a trudnosciami uczniow; okreslenie, jakie strategie jezykowe s3 lub moga
by¢ stosowane celem lepszego zrozumienia pojec i lepszego podejscia do rozwigzywania
problemow.

Badania podkreslajg sposdb, w jaki trudnosci w komunikacji jezykowe] sprawiajg, iz bezposrednia interwencja w
tresci matematyczne stanie sie daremna. Ukazujg fakt, ze nauczyciel musi nieustannie oscylowac podczas pracy
w klasie miedzy uzywaniem jezyka do wyrazania tresci matematyczne a uzywaniem go w celu interakcji z klasg,
ktora wymaga znacznej Swiadomosci metajezykowej.

Przekonania dotyczagce matematyki w wielu przypadkach wptywajg na zaangazowanie motywacyjne mtodych
uczniow, w odniesieniu do probleméw wyrazonych w tresci polecenia, w szczegdlnosci te zwigzane z
formutowaniem problemu, nakresleniem stereotypow (takie jezykowych) i nieporozumieniami w
formutowaniu problemdéw szkolnych wywotujg btedne przekonania i generujg dewiacyjne postawy wobec
problemdw i samej matematyki. Opracowania uzywajgce terminu ,nieporozumienia” majg swoje podstawy
teoretyczne i sg wynikiem stopniowego udoskonalania badan w zakresie edukacji matematycznej. W
szczegblnosci idea btednego przekonania i podejscie do btedu sg punktem wyjscia do radykalnej zmiany w
kierunku tej definicji, ktora stawia w centrum uwagi ucznia i jego procesy uczenia sie. To wtasnie ta zmiana
punktu widzenia powoduje, ze uczacy sie jest obecnie uwazany za aktywny podmiot, ktory tworzy wtasng
wiedze. Dokfadniej, model ten podwaza tradycyjng interpretacje btedow. W rzeczywistosci uczen interpretuje
doswiadczenia z matematyka, w szczegdlnosci komunikaty, ktére nauczyciel stale wysyta: uczen nadaje
znaczenie tym komunikatom, sens, ktéry w naturalny sposdb zalezy od posiadanej wiedzy, ale takze wielu
innych, mniej oczywistych elementéw. Ten algorytm, ten termin, ten symbol, ta wiasciwos¢, ta koncepcja
zostang zinternalizowane zgodnie z sensem przypisanym przez ucznia i moze sie zdarzy¢, ze znaczenie to nie
bedzie pokrywato sie z tym, co nauczyciel zamierzat przekazac.
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Uczacy sie, a bardziej ogdlnie, jednostka, nieustannie interpretuje $wiat, wigzgc zaobserwowane fakty z
wczesniejszymi doswiadczeniami: przekonania sg wtasnie wynikiem tej nieustannej proby nadania sensu
rzeczywistosci i jednoczesnie okreslajg wzorce, za pomoca ktérych jednostka podchodzi do swiata, wyobrazajgc
sobie przyszte doswiadczenia. Dlatego w edukacji matematycznej przekonania ucznidw sg postrzegane jako
wynik ciggtego procesu interpretacji wtasnych doswiadczert z matematykg; z drugiej strony, okreslajac wzorce,
wedtug ktérych interpretowane jest przyszte doswiadczenie, przekonania dziatajg jako przewodnik po wyborze
zasobow do aktywacji; ale zdarza sie takze, ze moga uniemozliwi¢ korzystanie z odpowiedniej wiedzy i
zasobow. Przekonania i btedne pojecia dziatajg jak filtr lub uproszczone teorii (w takze rzeczywistosci).

Stowami Lva Vygotsky'ego:

Koncepcje naukowe ewoluujg w warunkach systematycznej wspotpracy miedzy dzieckiem a
nauczycielem. Rozwdj i dojrzewanie wyzszych funkcji umystowych dziecka sq produktami tejze
wspotpracy. Nasze badanie pokazuje, ze postep rozwojowy ujawnia sie w rosngcej wzglednosci
myslenia przyczynowego oraz w osigganiu pewnej swobody myslenia w koncepcjach naukowych.
Koncepcje naukowe rozwijajqg sie wczesniej niz koncepcje spontaniczne, poniewaz korzystajg z
systematycznosci nauczania i wspotporacy. Ta wczesna dojrzatos¢ poje¢ naukowych nadaje im role
przewodnika propedeutycznego w rozwoju koncepcji spontanicznych. Niski poziom wykorzystywania
przez dziecko spontanicznych pojec¢ zaleZy od tego, Ze dziecko nie potrafi jeszcze swobodnie i
dobrowolnie uzywac pojec oraz tworzyc¢ abstrakcji. Trudnosc¢ z pojeciami naukowymi polega na ich
werbalizmie, czyli na nadmiernej abstrakcji i oderwaniu od rzeczywistosci. Jednoczesnie sama natura
pojec¢ naukowych sktania do ich swiadomego stosowania, co stanowi ich przewage nad koncepcjami
spontanicznymi. Okoto czwartej klasy werbalizm ustepuje konkretyzacji, co z kolei pozytywnie
wpfywa na rozwdj spontanicznych pojec. Obie formy rozumowania osiggajq w tej chwili mniej wiecej
ten sam poziom rozwoju.

Testy z matematyki INVALSI przeprowadzane w ostatnich latach we wtoskich szkotach dostarczyty ogromne;j
ilosci wynikéw i uwypuklity wiele zjawisk w skali makro, ktére mozna przypisaé¢ trudnosciom tekstowym lub
jezykowym witoskim uczniom. Jak stwierdzajg Branchetti i Viale, syntaktyczny wymiar tekstu matematycznego
nie wydaje sie byc¢ szczegdlnie analizowany na studiach dydaktycznych, ani matematycznych, ani lingwistyczno-
wychowawczych. Dopiero w ostatnich latach pogtebita sie swiadomos¢ roli, jakg wymiar jezykowy petni w
matematyce jako jej podstawowy skfadnik, w przeciwienstwie do pewnej idei odziedziczonej po szkolnej
tradycji, ktéra chce, by jezyk i matematyka byty oddzielne i nieprzekazywalne.

Tradycyjne podreczniki matematyczne we Wioszech wykorzystujg problemy, ktére czesto charakteryzujg sie
nazbyt ztozong sktadnig, uzyciem zdan podrzednych z uzyciem imiestowu czasu przesztego (np. Podany trapez
...) lub form odczasownikowych i aspektéw czasownikowych. Typowe dla tradycyjnego stylu matematyki jest
rowniez uzycie pasywnej formy bezosobowej (po wtosku: ,si passivante”) i klauzul w nawiasach. Wysoka
czestotliwos$¢ zdan ztozonych, ktéra zwieksza gestos¢ informacji w zdaniu; uzycie formy ,tak, aby”, po ktorej w
jezyku wtoskim nastepuje tryb taczacy, wpisuje sie w typowy styl tradycyjnego tekstu matematycznego. Warto
zauwazyé, ze niektére podreczniki powielajg moduty sktadniowe typowe dla wioskiej tradycji tekstow
matematycznych tego gatunku réowniez w angielskiej wersji niektorych éwiczen, jak na przyktad ponizszy
przyktad z sekcji angielskiej ,Sprawdz swoje umiejetnosci” uzywanego podrecznika referencyjnego w
technikum w pierwszych dwadch latach nauki: ,,Each day a company can produce a maximum of 300 tons of a
certain product. For each ton produced the cost of manufacturing and raw materials is € 1,6 and the standing
daily expenses are € 36,00. Find the maximum profit and the minimum amount so as not to be in deficit
knowing that each ton is sold at € 4,00”(,Kazdego dnia firma moze wyprodukowaé¢ maksymalnie 300 ton
okreslonego produktu. Na kazdg wyprodukowang tone koszt produkcji i surowcow wynosi 1,6 €, a state dzienne
wydatki 36,00 €. Znajdz maksymalny zysk i minimalng kwote, aby nie mie¢ deficytu wiedzac, ze kazda tona jest
sprzedawana po 4,00 €”).

Dobrym przyktadem podrecznika referencyjnego we Wtoszech sg prace Massimo Bergaminiego, Grazielli
Barozzi i Anny Trifone, Manuale di Matematica blu, rosso, azzurro e verde, opublikowane przez Zanichelli,
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majace na celu pokazanie powigzan miedzy matematyka a otaczajacg nas rzeczywistoscig; teoria jest wyrazona
ze szczegdlnym uwzglednieniem uzycia jasnego jezyka, za pomocg rygorystycznych i precyzyjnych kryteridw, i
przedstawia wiele ¢éwiczen zaczerpnietych z sytuacji zycia codziennego, wywazenie wykorzystuje obrazy i
odniesienia do dziatan zwigzanych z witryng internetowa. Reguty i wzory przedstawione sg za pomoca réznych
systemow-modeli, odnoszgcych sie do rédznych umiejetnosci ucznidéw oraz strategii i zwyczajéw uczenia sie, a
takze czes$¢ przeznaczona dla ucznidw ze specjalnymi potrzebami edukacyjnymi.

Polska poetka Wistawa Szymborska, laureatka nagrody Nobla, poswiecita matematyce kilka wierszy we
Wszystkich lekturach nadobowigzkowych, tak oto piszac o ksieciu geometrii, czyli o Pitagorasie:

Doskonale moge sobie wyobrazi¢ antologie najpiekniejszych fragmentow poezji Swiatowej, w ktérej
znalaztoby sie miejsce na twierdzenie Pitagorasa. Czemuz by nie? Jest tam olsnienie wiasciwe wielkiej
poezji i forma swietnie sprowadzona do stow najpotrzebniejszych, i gracja jakas, ktéra nie kazdemu
nawet poecie jest dana...
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