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Materiaty do pracy z uczniami

Modelowanie problemu z wykorzystaniem umiejetnosci
logiczno-matematycznych

1. Wstep

W celu opracowania zestawu dziatan edukacyjnych majgcych na celu rozwigzanie problemow, ktére dotyczg
zrozumienia prostych zasad i zastosowania ich przy rozwigzywaniu zadan z algebry, odwotujemy sie do kilku
istotnych teorii, ktére zostang opisane w sesji 2. W sekcji 3 opisano projekt zaje¢ edukacyjnych. Opisano w
szczegolnosci, czy zajecia sg skierowane do jednego ucznia, czy do catej klasy, jaki jest cel edukacyjny zajec,
obszar poznawczy i dziedzina matematyki oraz jakich obszaréw trudnosci zidentyfikowanych za pomocg
kwestionariusza B2 zadania dotycza.

2. Wprowadzenie teoretyczne
Teoretyczne odniesienia, ktére pomogty nam skonstruowa¢ materiaty do pracy z uczniami, to:

1) Zasady UDL (Universal Design for Learning), bedace wytycznymi stworzonymi specjalnie do
projektowania witgczajgcych dziatan edukacyjnych (http://udiguidelines.cast.org/)

Tabela 3: Zasady UDL
Zapewnij réznorodne sposoby ZAANGAZOWANIA

Zapewnij roznorodne sposoby DZIALANIA i
EKSPRESII

Cel

sa zdecydowani i zmotywowani

sg zaradni i kompetentni

“dlaczego” sig uczg “czego” sig uczg “jak” si¢ ucze
Wzbudzanie zainteresowania: Postrzeganie: Dzialania fizyczne:
. Optymalizuj indywidualny wyboér i . Zaproponuj sposoby dostosowania . Réznicuj metody udzielania
Dostep autonomieg formy wyswietlania informacji odpowiedzi i osiggania celu
. Optymalizuj trafno$¢, wartosc¢ i . Zaproponuj alternatywne sposoby . Zapewniaj optymalny dostep do
autentycznos$¢ prezentowania informacji audio narzedzi i technologii
. Ograniczaj zagroZenia i elementy . Zaproponuj alternatywne sposoby wspomagajacych
rozpraszajace prezentowania informacji wizualnych
Podtrzymywanie wysitku i wytrwatosci: Jezyk i symbole: Ekspresja i komunikacja:
. Zwieksz znaczenie celow i zadan . Wyjasniaj stownictwo i symbole . Uzywaj réznorodnych metod
. Réznicuj wymagania i zasoby, aby . Wyja$niaj sktadnie i budowe zdan komunikacji
TWF)I’ zoptymalizowaé wyzwanie 0 Wspieraj rozumienie tekstu, zapisu . Uzywaj réznorodnych narzedzi do
zenie . Wspieraj wspétprace i poczucie matematycznego i symboli tworzenia
przynalezno$ci . Propaguj zrozumienie w réznych . Buduj biegto$¢ dzieki stopniowemu
. Zwigksz znaczenie informacji zwrotnej jezykach wspieraniu dziatan praktycznych i
nastawionej na opanowanie materiatu . Ilustruj za pomoca wielu srodkéw wydajnosci
przekazu
Samoregulacja: Rozumienie: Funkcja wykonawcza:
. Ksztattuj oczekiwania i przekonania, . Uaktywniaj lub zapewniaj posiadang . Wspieraj wyznaczanie
St ktére optymalizuja motywacje wiedze podstawowa odpowiednich celow
0s . Wspieraj rozwdj umiejetnosci i . Podkreslaj podobienstwa, cechy . Wspieraj planowanie i rozwoj
0 strategii radzenia sobie z problemami wyrdzniajace, oryginalne pomysty i strategii
wa . Rozwijaj samoocene i refleksje dostrzeganie zwigzkow . Utatwiaj zarzadzanie informacjami
i . Kieruj przetwarzaniem informacji i i zasobami
wizualizacja . Wzmacniaj mozliwo$ci
. Maksymalizuj transfer wiedzy i monitorowania postepow
generalizacje
Wykreowanie uczni6, ktorzy....

mysla strategicznie i sa ukierunkowani na cel

Centrum Specjalnej Technologii Stosowanej (CAST) opracowato kompleksowe ramy dotyczgce koncepcji
UDL, majgc na celu skoncentrowanie badan, rozwoju i praktyki edukacyjnej na zrozumieniu réznorodnosci i
utatwianiu uczenia sie (Edyburn, 2005). UDL zawiera zestaw zasad, wyrazonych w wytycznych i punktach
kontrolnych. Badania, na ktérych opiera sie struktura UDL, wskazuja, ze ,uczniowie bardzo réznie reagujg na
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instrukcje. [...] " Dlatego UDL koncentruje sie na tych indywidualnych réznicach jako na waznym elemencie
zrozumienia i zaprojektowania skutecznych instrukcji uczenia sie.

W tym celu UDL rozwija trzy podstawowe zasady: 1) zapewnienie réznorodnych srodkéw prezentacji, 2)
zapewnienie réznorodnych s$rodkéw dziatania i ekspresji, 3) zapewnienie réznorodnych $rodkéw
angazujgcych. W szczegolnosci wytyczne w ramach pierwszej zasady dotyczg srodkéw percepcji zwigzanych
z otrzymywaniem pewnych informacji oraz ,zrozumienia” otrzymanych informacji. Zamiast tego, wytyczne w
ramach drugiej zasady uwzgledniajg opracowanie informac;ji i pomystéw i ich wyrazanie. Wreszcie wytyczne w
ramach trzeciej zasady dotyczg domeny ,afektu” i ,motywacji’, kiére sg réwniez istotne w kazdej dziatalnosci
edukacyjnej. W naszych analizach skupimy sie w szczegdlnosci na konkretnych wytycznych w ramach tych
trzech zasad .

Wytyczne w ramach Zasady 1 (zapewnienie réznorodnych sposobdw prezentacji) sugerujg proponowanie
réznych opcji percepcji i oferowanie wsparcia dla dekodowania notacji matematycznej i symboli. Co wiecej,
wytyczne sugerujg, jak wazne jest zapewnienie zrozumienia wzorcéw, cech wyrdzniajgcych, oryginalnych
pomystow i zwigzkéw miedzy pojeciami matematycznymi. Wreszcie, nasze analizy dadzg przykfady, w jaki
sposob oprogramowanie AINuSet moze kierowaé przetwarzaniem informac;ji, wizualizacjg i manipulacjg w celu
maksymalizaciji transferu i uogdinienia. Co wiecej, wytyczne zawarte w Zasadzie 2 (zapewnienie réznorodnych
srodkow dziatania i ekspresji) sugerujg oferowanie réznych opcji wypowiedzi i komunikacji wspierajacych
planowanie i opracowywanie strategii. Wreszcie, wytyczne z Zasady 3 pokazuja, w jaki sposdb okreslone
dziatania mogg wzbudzi¢ zainteresowanie uczniéw, optymalizujgc indywidualny wybor i autonomie oraz
minimalizujgc zagrozenia i elementy rozpraszajgce.

W czesci 4 przeanalizujemy przykiady dziatan, klasyfikujgc je zaréwno wedtug typu uczenia matematycznego,
jak i obszaru poznawczego, ktdre wspierajg. Pokazemy, jak te przykiady zostaty zaprojektowane zgodnie z
zasadami UDL, aby byly dziataniami wiaczajgcymi i skutecznymi w przezwycigezaniu trudnosci
matematycznych zidentyfikowanych za pomocg kwestionariusza B2.

2) Teoretyczne ramy uczenia sie rozumowania matematycznego

.Matematyka jest wazna, ale to takze opowies¢. Rozumowanie matematyczne opiera sie na formutach i
obliczeniach, ale jeszcze bardziej w argumentaciji, w ktérej prowadzimy uczniéw do rozumowania i refleksji,
konfrontacji i zadawania sobie pytan, a dzieki tej metodzie czesto ucza sie, nawet nie zdajgc sobie z tego
sprawy ”

,Srodowisko uczenia sie musi dotyczyé wymiaru organizacyjnego (zarzgdzanie przestrzenig, wyposazeniem,
czasem), dydaktycznego, relacyjnego (pozytywny klimat uczenia sie i wspdlne zasady zachowania). W
kazdym wieku, jesli uczniowie nie sg przyzwyczajeni do kiétni, kilka pierwszych razy, gdy sg o to proszeni, sg
zdezorientowani, zdezorientowani, nie rozumiejg celu prosby. ”

.Nauczyciel musi mie¢ mozliwosé ciggtego stymulowania ich do dyskusji i poréownywania, poniewaz tylko,
argumentujgc, uczysz sie ktécic "......... argumentowanie na zajeciach jest réwniez bardzo wazne, aby dac¢
mozliwosé stuchania do argumentéw innych i wez punkty stabe i mocne kazdego ucznia. Kldcenie sie,
wyjasnianie, dlaczego tak sie dzieje, rowniez znacznie wzmacnia wiedze o bardziej szczegétowych aspektach
treéci, o ktérych w przeciwnym razie szybko sie zapomina

... (Tiziana Bonasso, Universty of Turin, Italy, “Atti del convegno: 8 ottobre 2015” — “Contare e ... raccontare,
imparare matematica attraverso il dialogo e il confronto”).

Odkad cztowiek stat sie samoswiadomy, zawsze prébowat modelowaé rzeczywistos¢; to od nas, nauczycieli,
zalezy, czy potrafimy przekazac¢ smak i rado$¢ z robienia tego.

Ponizsze ¢wiczenia dotyczg zycia codziennego, rodziny, klasy i grupy ucznidéw, rozwinietego rozumowania i
intuicji ucznidéw, zdobycia swiadomosci i dobrych umiejetnosci racjonalnych i logicznych w matematyce,
bardzo przydatnych przy rozwigzywaniu problemow.

Stosujgc teorie matematyczng do sSwiata rzeczywistego, oprocz pobudzania zainteresowania, promuje
aktywne uczenie sie, pomaga traktowa¢ nauke jako odkrycie i sprzyja zrozumieniu pojeé matematycznych.
Dzi§ mozna zaproponowac elementarne podejScie do modelowania matematycznego, poniewaz szkota,
czesciowo dzieki wsparciu nowych technologii.

! The items are taken from the interactive list at http://www.udlcenter.org/research/researchevidence
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Proces ten pozwala dzieciom doceni¢ potencjat jezyka matematycznego i zapewnia im klucz do przyswojenia
teorii ze Swiadomoscig. Odkrywajg, ze dzieki abstrakcji matematycznej ten sam model jest w stanie
przedstawi¢ wiele zjawisk, nawet bardzo réznigcych sie od siebie. Ponadto narzedzia i techniki mozna
dostosowac lub zmontowa¢ w celu obstugi nowych probleméw. Troche jak z konstrukcjami Lego, gdzie kilka
podstawowych elementdw pozwala na realizacje bardzo réznorodnych konstrukcji, nawet bardzo
skomplikowanych. "

.Przewodnig ideg odnowy jest wypracowanie eksperymentalnego podejscia do matematyki, podkreslajgc jej
kluczowg role w modelowaniu nauk stosowanych.

Model matematyczny rzeczywistego zjawiska (lub problemu) to proces racjonalizacji, ktérego celem jest
zapewnienie syntetycznego i obiektywnego opisu. W ten sposéb mozna badac zjawisko, mozliwie kontrolowac
je i przewidywac jego ewolucje. W ostatnich latach dyfuzja i pojawienie sie coraz bardziej zaawansowanych i
wyrafinowanych narzedzi obliczeniowych i graficznych dato silny impuls do rozwoju modeli matematycznych
nawet w ,nietradycyjnych” dyscyplinach.

(P. Brandi, R. Ceppitelli, A. Salvadori, University of Perugia, ltaly, “Introduzione elementare alla
modellizzazione matematica”, 2002)

“Model matematyczny pozwala opisa¢ zachowanie szerokiego zakresu zjawisk i systemow w przyrodzie i
spoteczenstwie. Dzieki symulacjom pozwalajg nam przewidywac¢ ewolucje takich systeméw bez faktycznego
testowania ich w rzeczywistym swiecie. W ten sposob jest nie tylko tanszy, bezpieczniejszy i szybszy, ale
takze pomaga rozwing¢ umiejetnosci krytycznego i analitycznego myslenia u uczniéw. Po wygenerowaniu
modelu wstepnego mozna tatwo rozwazy¢ kilka scenariuszy, wprowadzajgc niewielkie zmiany w modelu ”. (J.
A. Conejero)

3. Opis projektu
Mamy duzo trudnosci w nastepujgcym éwiczeniu kwestionariusza B2:
Q3Ar2. Przedstaw w formie algebraicznej nastepujgca gre: ,Pomysl o liczbie, podwdj jg, dodaj 4, podziel przez

2, usun liczbe, o ktorej mys$late$”. Jesli wykonasz gre, otrzymasz wynik 2: dlaczego?

3.1. Trudnosci zidentyfikowane za pomoca kwestionariusza B2

Narzedzie interwencji przedstawiono w odniesieniu do konkretnego problemu wykrytego przez kwestionariusz
B2. Sekwencja wskazan pomaga w konstruowaniu matematycznego modelu odniesienia, ale wynik nie jest
natychmiastowy, zawsze istnieje logiczne powigzanie ze znaczeniem obliczenia. Konieczne jest wyjasnienie
nam pojecia liczby. Kieran (1996) zaproponowat model aktywnosci algebraicznej, ktéry kilka lat pdzniej
postuzyt jako podstawa definicji myslenia algebraicznego we wczesnych klasach - definicji, ktéra nie opierata
sie na zastosowaniu litery-symboliki (Kieran 2004): ,, Myslenie algebraiczne we wczesnych klasach obejmuje
rozwoj sposobow myslenia w ramach czynnosci, w ktérych litera-symbolika moze by¢ wykorzystywana jako

narzedzie, lub alternatywnie w czynnosciach, ktére mozna by wykonywaé bez uzycia litery symbolicznej w
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ogole, na przykiad analizujgc relacje miedzy ilosciami, dostrzeganie struktury, badanie zmian, uogolnianie,

rozwigzywanie probleméw, modelowanie, uzasadnianie, dowodzenie i przewidywanie. (str. 149).”

3.2. Obszar poznawczy i dziedzina matematyczna zainteresowan
Obszar trudnosci zidentyfikowany za pomocg kwestionariusza B2 jest powigzany z dziedzing arytmetyki -
rozumowanie (tabela 1)

Tabela 1: Wykryte trudnosci sg zwigzane z rozumowaniem arytmetyki

Arytmetyka | Geometria Algebra
Pamie¢
Rozumowanie Q3Ar2
Wizualizacja
przestrzenna

3.3. Cele edukacyjne
To narzedzie interwencyjne pozwala nauczycielowi poprawi¢ poznawczy obszar rozumowania w arytmetyce
na podstawie bardzo prostych przyktadéw, ktére pozwalajg zrozumie¢ problem w krétkim fragmencie.

3.4. Adresowanie do Ucznia/ klasy
Narzedzie interwencji moze by¢ skierowane do wszystkich klas. Nauczyciel grupuje uczniéw na podstawie ich
réznych poziomow kompetencji i angazuje ich w werbalizacje regut gry

3.5. Dziatania edukacyjne: narzedzie interwencji
W tej sekcji dziatania edukacyjne sg opisane krokami.

1. Nauczyciel daje uczniom te same oféwki, kulki lub mate przedmioty i prosi uczniéw, aby postepowali
zgodnie ze wskazéwkami w grze, korzystajgc z dostepnych przedmiotow.

a) Pomysl o liczbie (w tym przypadku liczba odpowiada liczbie wybranych pitek), na przyktad uczen
przewiduje 3 pitki: @ @ ®

b) Podwijto: @ @ Q@ @ ® ®

c)D0daj 4 RV FIR+IRII-QAFIRAIIFIRAR

d) Podziel przez2: (@ @ 9 Q) (Q @ @ @ )

e) Wez pod uwage tylko jedng grupe

f) Usun liczbe, o ktérejmySlates: @ 9 Q- QR =0 Q

g) Wynikto: @ ®

2. Teraz nauczyciel proponuje uczniom, zawsze podzielonym na grupy, wyprébowanie gry z innymi liczbami

poczatkowymi, uzywajgc kolorowych otéwkéw w pudetkach. Uczniowie postepujg zgodnie z instrukcjg i starajg
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sie podac¢ ostateczny wynik. Dajgc czas na rozwigzanie, grupa, ktéra skonczy jako pierwsza, otworzy
dyskusje, aby wyjasni¢ wynik.

a) Pomysl o liczbie, na przyktad uczniowie przewidujg 2 pitki: @ ®

b) Podwdjto: @ @ @ ®

C)Dodaj 4. QR RXR+RQAQRR-Q03333 R

d) Podziel przez2: (@ @ @ ®) (® ® ® ®)

e) Skoncentruj sie na 1 grupie, ktéra zostata (® @ ® ®)

f) Usun liczbe, o ktorejmyslatles: @ 9 9 @ - @ =Q ®

g) Wynik to: @ ®

3. Podsumowujac, nauczyciel i uczniowie odkrywajg, ze wynik zawsze, biorgc pod uwage réwniez liczbe

innych grup, bedzie taki sam = @ ®

4. Nauczyciel proponuje teraz zmiane instrukcji (c) i zamiast dodawac¢ 4, dodac 6 i powtoérzyc¢ gre, aby
sprawdzi¢ wynik.

a) Pomysl o liczbie, na przyktad uczniowie przewidujg 3 pitki: @ @ ®

b) Podwéjto: @ @ @R Q@ ®

C)Dodaj6: R XXX+ -3R3F3RRQR®

d) Podziel przez2: (@ @ @@ Q@ Q) (R @ @ @ @ ®)

e) Wez pod uwage juz tylko jedng grupe

f) Usun liczbe, o ktorejmySlates: @ @ Q Q9 Q R R =0 Q@ ®

g) Wynikto: @ ® ®

5. Teraz nauczyciel proponuje uczniom, podzielonym na grupy, wyprobowanie gry z innymi liczbami

poczatkowymi. Grupa, ktéra skonczy jako pierwsza, otworzy dyskusje, aby wyjasni¢ wynik. Nastepnie mozna
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otworzy¢ dyskusje miedzy grupami w celu poréwnania uzyskanych wynikéw. Uczniowie, pracujgc razem,
odkrywajg, ze efektem koncowym, z tg zmiang, bedzie zawsze ® @ ®

6. Nauczyciel ponownie proponuje uczniom zmiane oznaczenia (c) i zamiast tego dodanie 6, dodanie 8 i
wykonanie poprzednich krokéw od a) do g) oraz nastepnego punktu dyskusiji.

7. Jesli zaden uczeh nie odkryje zasad ukrywania sie, nauczyciel wskaze $ciezke do wspodinej dyskusiji i
zostang odkryte dwie rzeczy:

1) Liczby (kulki lub otéwek), ktére majg by¢ uzyte w (c) w tej grze, muszg byé podzielne na dwie réwne czesci,
w rzeczywisto$ci poprzez umieszczenie liczby, ktérej nie mozna podzieli¢ przez dwa, bile (lub otéwki) zabrane
nie mozna podzieli¢ na dwie réwne grupy;

2) Wynik nie zalezy od liczby wybranej w (a), ale w (c) i jest doktadnie réwny jej potowie.

8. Podsumowujac, po dyskusji z uczniami prowadzacy proponuje przedstawienie uzyskanego wyniku
symbolami. Nauczyciel dzieli tablice na dwie réwne cze$ci: po jednej stronie tablicy nauczyciel napisze gre

krok po kroku, tak jak uczniowie, a drugg potowe tablicy zapisze gre w jezyku matematycznym:

2n+N Zn N N N
T_H_?-I_E_n_ H-l-E—n—E‘

gdzie: n = liczba mysli
N = liczba dodana

9. Nauczyciel zaprasza uczniéw do zaproponowania gry znajomym lub rodzinie.

4. Dyskusja w oparciu o wytyczne UDL dotyczace powyzszych dziatan
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Zwracam uwage, ze ten sam cel edukacyjny ,,zabawy” liczbami jest realizowany

na rozne sposoby, dziatajac zgodnie z trzema zasadami UDL (tabela 7, na

czerwono, moje komentarze, ktore ilustrujg zwigzek miedzy zasadami a naszymi

dziataniami).

“czego” sig ucze

Zapewnij roznorodne sposoby DZIALANIA i EKSPRESII ‘

“jak” si¢ ucze

Postrzeganie:
. Zaproponuj sposoby dostosowania formy wyswietlania informacji
. Zaproponuj alternatywne sposoby prezentowania informacji audio
. Zaproponuj alternatywne sposoby prezentowania informacji wizualnych

Uzywanie zwyktych codziennych przedmiotow, ktore mozna znalez¢é w sali lekcyjnej

Dzialania fizyczne:

. Roéznicuj metody udzielania odpowiedzi i osiggania celu
. Zapewniaj optymalny dostep do narzedzi i technologii
wspomagajacych

Dotykanie przedmiotow wykorzystanych w ¢wiczeniu

Jezyk i symbole:
. Wyjasniaj stownictwo i symbole
Wyjasniaj sktadnie i budowe zdan
Wspieraj rozumienie tekstu, zapisu matematycznego i symboli
Propaguj zrozumienie w réznych jezykach
Ilustruj za pomoca wielu srodkéw przekazu

Przedstawienie polecen matematycznych za pomoca symboli

Ekspresja i komunikacja:
. Uzywaj réznorodnych metod komunikacji
. Uzywaj réznorodnych narzedzi do tworzenia
. Buduj biegtos¢ dzieki stopniowemu wspieraniu dziatan
praktycznych i wydajnosci

Praca w grupie, dzigki ktorej uczniowie odkrywaja, ze odkryta zasada dziata

Rozumienie:

. Uaktywniaj lub zapewniaj posiadang wiedze podstawowa (Praca z
wykorzystaniem liczb)

. Podkreslaj podobienistwa, cechy wyrézniajace, oryginalne pomysty i
dostrzeganie zwigzkéw (Zastosowanie prostych przedmiotow, ktére mozna
dotkng¢, aby kontynuowac gre)

. Kieruj przetwarzaniem informacji i wizualizacjg

. Maksymalizuj transfer wiedzy i generalizacje (praca w grupie umozliwia
praktyczne wykorzystanie wiedzy i przewidywanie kolejnych rezultatéw)

Funkcja wykonawcza:
. Wspieraj wyznaczanie odpowiednich celow
. Wspieraj planowanie i rozwoj strategii
. Utatwiaj zarzadzanie informacjami i zasobami
. Wzmacniaj mozliwos$ci monitorowania postepéw
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