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Materiaty do pracy z uczniami

Dowodzenie twierdzen — poziom zaawansowany

1. Wstep

W celu opracowania zestawu dziatann edukacyjnych majgcych na celu rozwigzanie probleméw, ktore
dotyczg dowodzenia twierdzen, odwotujemy sie do kilku istotnych teorii, ktére zostang opisane w sesji
2. Za pomocg narzedzia interwencji, ktére zostato stworzone dla catej klasy, uczniowie mogag
zastanowié¢ sie nad procesem dowodzenia, ze szczegdlnym odniesieniem do kluczowych etapéw,
takich jak zrozumienie tekstu, identyfikacja hipotezy i tezy, przedstawienie hipotez na rysunku,
uporzadkowanie dowodu jako sekwencja logicznie potgczonych instrukgji

Sugerujemy rozwazenie narzedzia interwencji ,Dowodzenie - poziom $redniozaawansowany” przed
rozpoczeciem tego. Narzedzie ma ten sam cel edukacyjny, z coraz wiekszg trudnoscig dotyczaca
stwierdzenia, ktére ma zosta¢ udowodnione.

Narzedzie sktada sie z serii pytan, ktére nauczyciel moze zada¢ uczniom podczas dyskusji w klasie.
Pytania mogg by¢ wyswietlane na tablicy. Jezeli uczniowie majg do dyspozycji tablety lub komputery
z podigczeniem do internetu, pytania mogg by¢ udzielane za pomocg interaktywnego systemu
odpowiedzi (np. Sokrative, Mentimeter).

2. Wprowadzenie teoretyczne
Teoretyczne odniesienia, ktére pomogty nam skonstruowaé materiaty do pracy z uczniami, to:

1) Zasady UDL (Universal Design for Learning), bedace wytycznymi stworzonymi specjalnie do
projektowania wigczajgcych dziatan edukacyjnych (http://udiguidelines.cast.org/)

Tabela 3: Zasady UDL

Zapewnij réznorodne sposoby ZAANGAZOWANIA Zapewnij roznorodne sposoby DZIALANIA i
EKSPRESII

“dlaczego” si¢ ucze “czego” sig ucze “jak” si¢ ucze
Wzbudzanie zainteresowania: Postrzeganie: Dzialania fizyczne:
. Optymalizuj indywidualny wybor i . Zaproponuj sposoby dostosowania formy . Réznicuj metody udzielania
= autonomie wyswietlania informacji odpowiedzi i osiggania celu
‘g . Optymalizuj trafnos¢, wartosé i . Zaproponuj alternatywne sposoby . Zapewniaj optymalny dostep do
a autentycznosé prezentowania informacji audio narzedzi i technologii
. Ograniczaj zagrozenia i elementy . Zaproponuj alternatywne sposoby wspomagajacych
rozpraszajace prezentowania informacji wizualnych
Podtrzymywanie wysitku i wytrwatosci: Jezyk i symbole: Ekspresja i komunikacja:
. Zwieksz znaczenie celéw i zadan . Wyjasniaj stownictwo i symbole . Uzywaj réznorodnych metod
. Réznicuj wymagania i zasoby, aby . Wyjasniaj sktadnie i budowe zdan komunikacji
.g zoptymalizowaé wyzwanie . Wspieraj rozumienie tekstu, zapisu . Uzywaj réznorodnych narzedzi do
8 . Wspieraj wspotprace i poczucie matematycznego i symboli tworzenia
S przynaleznosci . Propaguj zrozumienie w réznych jezykach L3 Buduj biegtos¢ dzieki stopniowemu
E . Zwieksz znaczenie informacji zwrotnej . llustruj za pomoca wielu $rodkéw przekazu wspieraniu dziatan praktycznych i
nastawionej na opanowanie materiatu wydajnosci
Samoregulacja: Rozumienie: Funkcja wykonawcza:
. Ksztattuj oczekiwania i przekonania, ktére . Uaktywniaj lub zapewniaj posiadang . Wspieraj wyznaczanie odpowiednich
@ optymalizujg motywacje wiedze podstawowg celéow
'g . Wspieraj rozwdj umiejetnosci i strategii . Podkreslaj podobienstwa, cechy . Wspieraj planowanie i rozwdj
g radzenia sobie z problemami wyrdzniajace, oryginalne pomysty i strategii
2 . Rozwijaj samooceng i refleksje dostrzeganie zwigzkow . Utatwiaj zarzadzanie informacjami i
& . Kieruj przetwarzaniem informacji i zasobami
wizualizacjg . Wzmacniaj mozliwosci
. Maksymalizuj transfer wiedzy i monitorowania postepow
generalizacje
Wykreowanie ucznid, ktérzy....

sg zdecydowani i zmotywowani ‘ sg zaradni i kompetentni my$la strategicznie i sa ukierunkowani na cel
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Centrum Specjalnej Technologii Stosowanej (CAST) opracowato kompleksowe ramy dotyczgce
koncepcji UDL, majgc na celu skoncentrowanie badan, rozwoju i praktyki edukacyjnej na zrozumieniu
réznorodnosci i utatwianiu uczenia sie (Edyburn, 2005). UDL zawiera zestaw zasad, wyrazonych w
wytycznych i punktach kontrolnych. Badania, na ktérych opiera sie struktura UDL, wskazujg, ze
,=uczniowie bardzo réznie reagujg na instrukcje. [...] " Dlatego UDL koncentruje sie na tych
indywidualnych réznicach jako na waznym elemencie zrozumienia i zaprojektowania skutecznych
instrukcji uczenia sie.

W tym celu UDL rozwija trzy podstawowe zasady: 1) zapewnienie réznorodnych $rodkéw prezentacji,
2) zapewnienie réznorodnych $rodkoéw dziatania i ekspresji, 3) zapewnienie réznorodnych srodkow
angazujgcych. W szczegoélnosci wytyczne w ramach pierwszej zasady dotyczg srodkéw percepcii
zwigzanych z otrzymywaniem pewnych informaciji oraz ,zrozumienia” otrzymanych informacji. Zamiast
tego, wytyczne w ramach drugiej zasady uwzgledniajg opracowanie informacji i pomystéw i ich
wyrazanie. Wreszcie wytyczne w ramach trzeciej zasady dotyczg domeny ,afektu” i ,motywacji’, ktére
sg rowniez istotne w kazdej dziatalnosci edukacyjnej. W naszych analizach skupimy sie w
szczegdlnosci na konkretnych wytycznych w ramach tych trzech zasad *.

Wytyczne w ramach Zasady 1 (zapewnienie réznorodnych sposobdw prezentacji) sugerujg
proponowanie réznych opcji percepcji i oferowanie wsparcia dla dekodowania notacji matematycznej i
symboli. Co wiecej, wytyczne sugeruja, jak wazne jest zapewnienie zrozumienia wzorcow, cech
wyrézniajgcych, oryginalnych pomystéw i zwigzkéw miedzy pojeciami matematycznymi. Wreszcie,
nasze analizy dadzg przyktady, w jaki sposéb oprogramowanie AINuSet moze kierowac
przetwarzaniem informacji, wizualizacjg i manipulacjg w celu maksymalizacji transferu i uogélnienia.
Co wiecej, wytyczne zawarte w Zasadzie 2 (zapewnienie roznorodnych srodkéw dziatania i ekspresii)
sugerujg oferowanie réznych opcji wypowiedzi i komunikacji wspierajgcych planowanie i
opracowywanie strategii. Wreszcie, wytyczne z Zasady 3 pokazujg, w jaki sposob okreslone dziatania
mogg wzbudzi¢ zainteresowanie ucznidéw, optymalizujgc indywidualny wybdr i autonomie oraz
minimalizujgc zagrozenia i elementy rozpraszajgce.

W czesci 4 przeanalizujemy przyktady dziatan, klasyfikujgc je zarowno wedtug typu uczenia
matematycznego, jak i obszaru poznawczego, ktére wspierajg. Pokazemy, jak te przyktady zostaty
zaprojektowane zgodnie z zasadami UDL, aby byly dziataniami wigczajgcymi i skutecznymi w
przezwyciezaniu trudnosci matematycznych zidentyfikowanych za pomocg kwestionariusza B2.

2) Europejski projekt FasMed, ktéry skupiat sie na ocenianiu ksztattujgcym w matematyce i naukach
Scistych, (https://research.ncl.ac.uk/fasmed/).

Ocenianie ksztattujgce (FA) jest pomyslane jako metoda nauczania, w ktérej ,nauczyciele, uczniowie
lub ich réwiesnicy gromadzg, interpretujg i wykorzystujg dowody dotyczace osiggnie¢ uczniéw, aby
podejmowac decyzje dotyczgce kolejnych krokéw w nauczaniu, ktére prawdopodobnie bedg lepsze,
lub lepiej uzasadnione, niz decyzje, ktoére podjeliby w przypadku braku zebranych dowodéw ”(Black i
Wiliam, 2009, s. 7). Projekt FaSMEd odnosi sie do badania Wiliama i Thompsona (2007), ktére
identyfikuje pie¢ kluczowych strategii oceniania ksztattujgcego w sSrodowisku szkolnym: (a)
wyjasnianie i dzielenie sie zamiarami uczenia sie i kryteriami sukcesu; (b) opracowywanie
skutecznych dyskusji w klasie i innych zadan edukacyjnych, ktére dostarczajg dowoddéw na
zrozumienie przez uczniéw; (c) dostarczanie informacji zwrotnych, ktére pomagajg uczniom czynic¢
postepy; (d) aktywizowanie ucznidw, aby uczyli siebie nawzajem; (e) aktywizowanie ucznidéw jako
wiascicieli wtasnej nauki. Nauczyciel, rowiednicy ucznia i sam uczeh sg autonomicznymi jednostkami,
ktore aktywujg te strategie oceniania ksztattujgcego.

Table 4: Formative assessment strategies

Gdzie zmierza uczen Gdzie uczen jest teraz Jak tam dotrze¢
Nauczyciel 1 Wyjasnienie zamiarOw uczenia si¢ | 2~ Zaaranzowanie efektywnej | 3 Dostarczanie informacji
i kryteriéw sukcesu dyskusji w klasie i innych zadaf | zwrotnych, ktére pomagaja
edukacyjnych, ktore daja dowody | uczniom czynié postgpy
Zrozumienie i dzielenie si¢ zrozumienia przez uczniéw
Rowiesnik zamiarami uczenia sig i kryteriami 4 aktywizowanie ucznidw, aby uczyli siebie nawzajem
sukcesu

! The items are taken from the interactive list at http://www.udlcenter.org/research/researchevidence
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Uczen Zrozumienie zamiaréw uczenia si¢i | 5 aktywizowanie uczniow jako wlascicieli wtasnej nauki
kryteriow sukcesu

Cwiczenia FaSMEd zostaly zorganizowane w sekwencje, ktéra obejmuje prace grupowg nad
arkuszami roboczymi i dyskusje w klasie, podczas ktérej wybrane prace grupowe sg omawiane przez
catg klase przy wsparciu nauczyciela. Biorgc pod uwage strategie oceny ksztattujgcej i funkcje
technologiczne, Cusi, Morselli i Sabena (2017, s. 758) zaprojektowali trzy rodzaje arkuszy roboczych
do zaje¢ w klasie:
“(1) arkusze zadan: arkusze wprowadzajgce problem i zadajgce jedno lub wiecej pytan
dotyczgcych interpretacji lub konstrukcji reprezentacji (werbalnej, symbolicznej, graficznej,
tabelarycznej) relacji matematycznej miedzy dwiema zmiennymi (np. interpretacja wykresu
czas-odlegtosc);
(2) arkusze pomocnicze, majgce na celu wsparcie uczniéw, ktérzy napotykajg trudnosci z
arkuszami zadan poprzez przedstawianie konkretnych sugestii (np. pytania pomocnicze);

(3) arkusze ankietowe: arkusze z pytaniami o ankiete wsréd proponowanych opcji”.

Autorzy zidentyfikowali strategie informacji zwrotnej (tabela 5), ktére nauczyciel moze zastosowac,
aby przekaza¢ uczniom informacje zwrotng (Cusi, Morselli i Sabena, 2018, s.3466). Strategie te sg
wykorzystywane podczas dyskusji w klasie, ktéra jest organizowana przez nauczyciela po pracy
grupowej nad arkuszami roboczymi.

Table 5:

Powtérzenie Kiedy nauczyciel nasladuje wypowiedz jednego ucznia, aby zwroci¢ na
nig uwage. Czesto podczas powtdrzenia nauczyciel akcentuje intonacjg
gtosu niektére kluczowe stowa zdania, ktére powtarza po uczniu. Zmiana
sformutowania ma miejsce, gdy nauczyciel przeformutowuje wypowiedz
jednego ucznia, majac na celu zwrdcenie uwagi klasy i sprawienie by
byta bardziej zrozumiatg dla wszystkich.

Przeformutowanie | Przeformutowanie ma miejsce, gdy nauczyciel przeformutowuje
wypowiedZ jednego ucznia, majgc na celu zwrdcenie uwagi klasy i
uczynienie jej bardziej zrozumiatej dla wszystkich. Przeformutowanie jest
stosowane, gdy nauczyciel uwaza, ze informacja moze by¢ przydatna,
ale nalezy ja lepiej przekazac, aby stata sie zrédtem wiedzy dla innych.
[...] Strategie powtdrzenia i przeformutowania [...] zmieniajg jednego
ucznia (autora wypowiedzi) w zrédto wiedzy dla klasy.

Przeformutowanie | Kiedy nauczyciel, oprocz przeformutowania, dodaje elementy, ktére
z materiatem | wspomagajg prace uczniow.
pomocniczym

Ponowne Kiedy nauczyciel reaguje na wypowiedz ucznia, ktérg uwaza za
uruchomienie interesujgcy dla klasy, nie udziela bezposredniej informacji zwrotnej, ale
stawia powigzane pytanie. W ten sposob, poprzez ponowne
uruchomienie, nauczyciel dostarcza ukrytej informacji zwrotnej [...] na
temat wypowiedzi ucznia, sugerujgc, ze kwestia jest interesujgca i warta
pogtebienia lub, przeciwnie, ma pewne problematyczne punkty i nalezy jg
przerobic.

Kontrastowanie Kontrastowanie ma miejsce, gdy nauczyciel zwraca uwage na dwie lub
wiecej wypowiedzi, przedstawiajgc dwie rdzne pozycje, aby utatwic
porownanie. Dzieki temu [...] autorzy obu wypowiedzi moga by¢ dla klasy
zrédiem wiedzy, a takze stajg sie odpowiedzialni za wtasng nauke.

Z doswiadczenia FaSMEd czerpiemy pomyst tworzenia zaje¢ w klasie w perspektywie oceniania
ksztattujgcego, co moze sprzyjac integracii.
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Ponadto odwotujemy sie do literatury badawczej dotyczacej podejscia do dowodzenia w szkole
Sredniej. Balacheff (1982) wskazuje, ze nauczanie o dowodach i twierdzeniach powinno mieé
podwdjny cel: sprawic, by uczniowie zrozumieli, czym jest dowdd, i nauczyli sie go tworzy¢. Wazne
jest, aby uczniowie rozumieli potrzebe dowodu, w przeciwnym razie istnieje ryzyko, ze poczujg sie
dowodem jak dyskursem majgcym na celu pokazanie nauczycielowi, ze uczen posiada dang wiedze
(ryzyko dowodu jest postrzegane jako cze$¢ kontraktu dydaktycznego, zamiast jako $rodek do
potwierdzenia oswiadczenia).

Balacheff rozréznia dowody pragmatyczne i intelektualne. Te pierwsze opierajg sie na rzeczywistym
dziataniu, ktére odbywa sie na reprezentacjach obiektéw matematycznych, podczas gdy drugie
oparte sg na doswiadczeniach umystowych i sg realizowane za pomoca jezyka.

W szczegodlnosci Balacheff ilustruje:

* empiryzm naiwny (aby potwierdzi¢ twierdzenie, sprawdzajgc kilka przyktadéw)

* kluczowe doswiadczenie (potwierdzenie stwierdzenia poprzez sprawdzenie ,kluczowego”, trudnego
przyktadu)

* przyktad ogdlny (aby sprawdzi¢ poprawnos¢ stwierdzenia poprzez odniesienie do przyktadu, ktory
jest uwazany za reprezentatywny dla catej kategorii)

 eksperyment mentalny (aby potwierdzi¢ stwierdzenie nie odnoszgce sie do danego przyktadu, a tym
samym przejs¢ do intelektualnych dowodoéw).

Narzedzie interwencyjne ma na celu poprowadzenie ucznidw do konstrukcji dowodu. Ponadto
narzedzia interwencji majg na celu wywotanie dyskusji na temat koniecznosci przejscia od dowodow
pragmatycznych do intelektualnych.

3. Opis

3.1 Trudnosci zidentyfikowane za pomoca kwestionariusza B2

Narzedzie interwencyjne ma na celu rozwigzanie konkretnych trudnosci, ktére zostaly
zidentyfikowane za pomocg Kwestionariusza B1 i B2 (kwestionariusz B1: pytania 7-8-9-10-11;
Kwestionariusz B2: Q2G1, Q2G2, Q2G3), dotyczy to trudnosci w radzeniu sobie z odczytywaniem
wiasnosci figur.

Ponadto narzedzie interwencyjne ma na celu przygotowanie ucznia do dowodzenia twierdzen. Jest
ono przeznaczone dla ,poziomu zaawansowanego”: zalecamy zajecie sie nim po przeanalizowaniu
rébwniez narzedzi odnoszgcych sie do domeny geometrycznej i wizualno-przestrzennej domeny
poznawczej oraz narzedzia interwencyjnego na poziomie ,Sredniozaawansowanym”.

3.2 Dziedzina poznawcza i dzial matematyki
Narzedzie interwencyjne odnosi sie do geometrii i poznawczej domeny rozumowania, chociaz istniejg
istotne powigzania z poznawczymi domenami pamigci (przywotywanie z pamigci faktow i twierdzen
geometrycznych) i wzrokowo-przestrzennym (zajmowanie si¢ figura geometryczng, zarzgdzanie
informacjg w réznych reprezentacjach) w tym wizualno-przestrzenng).

3.3 Cele edukacyjne
Za pomocg narzedzia interwencyjnego uczniowie sg przygotowywani do skonstruowania dowodu,
poprzez refleksje nad waznymi krokami: rozumienie tekstu, zidentyfikowanie hipotezy i tezy,
przedstawienie hipotez poprzez rysunek i za pomocg innych systeméw reprezentaciji (takich jak wzory
algebraiczne), przywotanie juz znanych faktéw geometrycznych, organizowanie dowodu w postaci
dedukcyjnego fancucha argumentéw.

Narzedzie skftada sie z serii pytan, ktére nauczyciel moze zada¢ uczniom podczas dyskusji w klasie.
Pytania mogg by¢ wyswietlane na tablicy. Jesli uczniowie majg do dyspozycji tablety lub komputery z
podtgczeniem do internetu, pytania mogg by¢ udzielane za pomocg interaktywnego systemu
odpowiedzi (np. Socrative, Mentimeter).

W tym narzedziu interwencyjnym wprowadzilismy w zycie konkretne wytyczne UDL. Wytyczne w
ramach Zasady 1 (zapewniajg wiele sposobow reprezentacji) sugerujg proponowanie réznych opcji
percepcji i oferowanie wsparcia dla dekodowania notacji matematycznej i symboli. Narzedzie
interwencyjne oferuje wskazowki i pomoc w dekodowaniu tekstu matematycznego. Zasada 2 i jej
wytyczne (zapewnienie wielu srodkéw dziatania i ekspresji) sugerujg oferowanie réznych opcji
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ekspresji i komunikacji wspierajgcych planowanie i opracowywanie strategii. Narzedzie interwencyjne
przygotowuje ucznia do planowania strategii. Wytyczne dotyczace Zasady 3 pokazujg, w jaki sposob
okreslone dziatania moga wzbudzi¢ zainteresowanie uczniéw, optymalizujgc indywidualny wybor i
autonomie minimalizujgc zagrozenia i czynniki rozpraszajgce. Uczniowie otrzymujg pytania w formie
ankiet (jaka jest prawidtowa odpowiedz?),aby zwigkszy¢ ich aktywny udziat w zajeciach.

W zakresie oceniania ksztattujgcego uczniowie dbajg o zadawane pytania w formie ankiet lub pytah
otwartych (strategia 5: stajg sie odpowiedzialni za wlasng nauke); uczniowie proszeni sg o
skomentowanie btednych odpowiedzi fikcyjnego ucznia (strategia 4: stajg sie zasobami dla innych);
po sondazu nauczyciel moze inicjowa¢ dyskusje (strategia 2); omawiajgc wyniki ankiety, nauczyciel
pracuje indywidualnie lub w matych grupach, a po kazdym punkcie lub na koniec ¢wiczenia
nauczyciel moze inicjowa¢ dyskusje w klasie (strategia oceniania ksztattujgcego 2). Uczniowie
omawiajg swoje strategie i trudnosci (strategie 4 i 5). Nauczyciel moze monitorowa¢ postepy uczniow
w trakcie gry, udzielajgc informaciji zwrotnych i podpowiedzi (strategia 3).

3.4 Adresat: Uczen/ Klasa
Narzedzie interwencyjne skierowane jest do catej klasy.

3.5 Dziatania edukacyjne: narzedzie interwencyjne
Narzedzie to sktada sie z serii pytan (w formie ankiet lub pytan otwartych), ktére nauczyciel moze
zadac uczniom podczas dyskusji w klasie. Pytania sg juz umieszczone w prezentacji PowerPoint, aby
nauczyciel mogt je wyswietli¢ na tablicy.
Jesli uczniowie majg do dyspozycji tablety lub komputery z podtgczeniem do internetu, pytania moga
by¢ udzielane za pomocg interaktywnego systemu odpowiedzi (np. Socrative, Mentimeter).

Plik programu PowerPoint znajduje sie w osobnym zatgczniku. Tutaj wstawiamy kilka uwag
dotyczgcych sekwencji pytan.

Uczniowie otrzymujg zadanie do udowodnienia. Tekstowi towarzyszy rysunek.
Przede wszystkim uczniowie muszg znalez¢ teze w tekscie zadania. Nauczyciel moze zainicjowac
dyskusje na temat odpowiedzi uczniéw (strategia oceniania ksztattujgcego 2).

Narysuj tréjkat rdéwnoramienny ABC,
tak aby diugo$é podstawy AB byta
kroétsza od diugosci ramienia.
Przediuz odcinek CA o diugosdé
odcinka AE. Diugo$¢ AE jest rdwna

réznicy diugosci ramienia i L ) 3
dtugosci podstawy. Przedtuz Znajdz teze 1 podkresl
podstawe AB o dilugosé odcinka BF Jja

przystajacego do AE. Wykaz, ze
odcinek CF jest przystajacy do
odcinka EF.

Ten sam proces mozna zastosowa¢ dla hipotez w tekscie.

Narysuj trdéjkat rdéwnoramienny ABC,
tak aby diugos¢ podstawy AB bytla
krotsza od diugosci ramienia.
Przediuz odcinek CA o diugosé
odcinka AE. Diugo$¢ AE jest rdwna
réznicy ditugosci ramienia i
diugosci podstawy. Przediuz
podstawe AB o diugos$é odcinka BF
przystajacego do AE. Wykaz, ze
odcinek CF Jjest przystajacy do
odcinka EF.

Znajdz i wypisz
hipotezy.

Za pomoca kolejnego slajdu nauczyciel moze zainicjowac¢ dyskusje
majaca na celu zrozumienie, w jaki sposdb zamienié¢ tekst w rysunek.
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Uczniowie powinni réwniez byé¢ skltonni do refleksji, Ze nie wszystkie
hipotezy mozna przedstawi¢ na rysunku w skuteczny sposdb.

Narysuj tréjkat réwnoramienny ABC,
tak aby diugosé podstawy AB bylta
krbétsza od diugosci ramienia.

Przediuz odcinek CA o dilugosé Rysujac figure, jakie
odcinka AE. Dilugo$¢ AE jest roéwna sa pilerwsze hipotezy,
rbznicy diugosci ramienia i ktére wezmiesz pod
diugosci podstawy. Przediuz uwage?

podstawe AB o diugo$¢é odcinka BF
przystajacego do AE. Wykaz, ze
odcinek CF jest przystajacy do
odcinka EF.

Narysuj tréjkat rdéwnoramienny ABC,
tak aby diugosé podstawy AB byla
krbétsza od diugosci ramienia.

Przedtuz odcinek CA o diugosé Rysujac figure, ktére
odcinka AE. Dilugosé AE jest rdéwna hipotezy najtrudnie]
réznicy diugosci ramienia i .

dtugosci podstawy. Przediuz przedstawi¢ na
podstawe AB o diugo$é odcinka BF rysunku?

przystajacego do AE. Wykaz, ze
odcinek CF jest przystajacy do
odcinka EF.

Narysuj trdéjkat rdéwnoramienny ABC,
tak aby diugos¢ podstawy AB byta
krétsza od diugosci ramienia.
Przedtuz odcinek CA o diugosdé
odcinka AE. Dlugos¢ AE jest rdwna

réznicy diugosci ramienia i

diugosci podstawy. Przediuz . .
podstawe AB o diugos$é¢ odcinka BF Jak mOZ?SZ E_)rzedStanc
przystajacego do AE. Wykaz, ze wszystkie hipotezy?

odcinek CF jest przystajacy do
odcinka EF.

Narysuj trdéjkat rdéwnoramienny ABC,
tak aby diugos¢ podstawy AB byta
kroétsza od diugosci ramienia.
Przedtuz odcinek CA o diugosdé

odcinka AE. Diugo$¢ AE jest rdwna Wskazdwka: niektdre

réznicy dtugosci ramienia i hi .
. . ipotez rzedstawia

diugosci podstawy. Przediuz P .y p, R J

podstawe AB o dilugoéé odcinka BF w formie réwnosci, a

przystajacego do AE. Wykaz, ze nie za pomoca

odcinek CF Jjest przystajacy do rysunku.

odcinka EF.
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Narysuj trdéjkat rdéwnoramienny ABC,

tak aby diugosé podstawy AB bylta (’7 ﬁ‘\
krétsza od  dtugosci ramienia. Wskazdéwka: niektoédre
Przediuz odcinek CA o diugosé hipotezy przedstawiaj
O(zl(?lIllka AE. Dlugoéé AE j?St. réwng w formie réwnosci, a
réznicy diugosci ramienia i \

diugosci podstawy. Przediuz nie za pomoca

podstawe AB o dtugo$é odcinka BF rysunku.

przystajacego do AE. Wykaz, ze

odcinek CF Jjest przystajacy do \‘; 4‘}

odcinka EF.

AE=AC - AB

W kolejnej serii slajddéw studenci proszeni sa o refleksje dotyczaca tezy,
aby ja udowodni¢ nalezy przypomnieé sobie ceche przystawania trdéjkatdw bok,
kat, bok (bkb) i zastosowa¢ ja do odpowiednich trdéjkatdéw przedstawionych na
rysunku. Oznacza to podjecie zorientowanych na cel krokdéw posdrednich, pracy
nad narysowana figura i rdéwnosciami.

Nauczyciel moze rdéwniez zainicjowaé¢ niektdre ankiety, poprosié¢ ucznidw o
komentarz i1 ocene odpowiedzi udzielonych przez fikcyjnych kolegdédw z klasy.
W ten sposdb uczniowie maja mozliwos$é¢ refleksji nad waga przeprowadzenia
dowodu jako dyskursu, w ktérym stwierdzenia musza pochodzié¢ z hipotez lub =z
wczedniejsze] wiedzy (dowdd intelektualny) .

Narysuj trdéjkat rdéwnoramienny ABC,
tak aby diugos¢ podstawy AB byta
krétsza od diugosci ramienia.
Przedtuz odcinek CA o diugosdé
odcinka AE. Diugo$¢é AE jest rdwna

Co przedstawiaja

réznicy diugosci ramienia i : ;
dtugosci podstawy. Przediuz odcinki zaznaczone
podstawe AB o diugo$é odcinka BF kolorem czerwonym?

przystajacego do AE. Wykaz, ze
odcinek CF Jjest przystajacy do
odcinka EF.

AE=AC - AB
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Narysuj tréjkat rdéwnoramienny ABC,
tak aby diugosé podstawy AB bylta
krbétsza od diugosci ramienia.
Przediuz odcinek CA o dlugosé .
odcinka AE. Dtugo$¢ AE jest rdwna Co Przgdstanaja
réznicy dtugosci ramienia i odcinki zaznaczone
dtugosci podstawy. Przediuz kolorem fioletowym?
podstawe AB o diugo$¢é odcinka BF
przystajacego do AE. Wykaz, ze
odcinek CF Jjest przystajacy do
odcinka EF.

AE=AC - AB

//Z;lem Jjest <‘\\

udowodnienie, ze dwa
czerwone odcinki sa

Narysuj tréjkat rdéwnoramienny ABC,
tak aby diugo$¢ podstawy AB byla

krotsza od diugosci ramienia. przystajace.

Przedtuz odcinek CA o dlugosé Mozesz wziaé¢ pod
odcinka AE. Diugos¢ AE jest roéwna uwage niektére

réznic diugosci ramienia i ‘- 2

dluqoéZi p%dstawy. Przediuz trOj' ka‘tl_/' ktore
podstawe AB o diugos$é odcinka BF zawlierajg czerwone
przystajacego do AE. Wykaz, ze odcinki i pokaza¢,
odcinek CF Jjest przystajacy do ze takie tréjkaty sa

odcinka EF. przystajace.

AE= AC - AB ). \a
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Narysuj tréjkat rdéwnoramienny ABC,
tak aby dlugos$é¢ podstawy AB byla
krbétsza od diugosci ramienia.
Przediuz odcinek CA o diugosé
odcinka AE. Diugo$¢ AE jest rdwna
réznicy dtugosci ramienia i
diugosci podstawy. Przediuz
podstawe AB o diugo$¢é odcinka BF
przystajacego do AE. Wykaz, ze
odcinek CF jest przystajacy do
odcinka EF.

AE=AC - AB .

Narysuj trdéjkat rdéwnoramienny ABC,
tak aby diugosé¢ podstawy AB byta
krotsza od  dtugosci ramienia.
Przedtuz odcinek CA o diugosé
odcinka AE. Diugo$¢é AE jest rdwna
réznicy diugosci ramienia i
dtugosci podstawy. Przedituz
podstawe AB o dtugos$¢ odcinka BF
przystajacego do AE. Wykaz, ze
odcinek CF Jjest przystajacy do AE=AC - AB
odcinka EF.
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Narysuj tréjkat réwnoramienny ABC,
tak aby diugo$¢é podstawy AB byta
krétsza od diugosci ramienia.
Przedtuz odcinek CA o diugosé
odcinka AE. Dtugos¢ AE jest roéwna
réznicy diugosci ramienia i
diugosci podstawy. Przediuz
podstawe AB o diugos$¢ odcinka BF
przystajacego do AE. TWykaz, :ze
odcinek CF jest przystajacy do
odcinka EF.

Zauwaz, ze:

AE= AC - AB
AE=BF
(.
Poniewaz AE=AC
- AB
Narysuj trdéjkat rdéwnoramienny ABC, Ot rzymur
ujesz
tak aby diugos$é¢ podstawy AB byla AB=A% —jAE
krétsza od diugosci ramienia.
Przedtuz odcinek CA o diugosdé
odcinka AE. Diugo$¢é AE jest rdwna
réznicy dtugosci ramienia i 4 N\
diugosci podstawy. Przediuz Podstawiasz otrzymane

podstawe AB o diugos$é odcinka BF
przystajacego do AE. Wykaz, ze
odcinek CF jest przystajacy do

wyrazenie AB do
rownania z AF

odcinka EF. \. /
7 N\
AF= AB+BF=
AC-AE+BF=AC
\ J
Pamietaj,
| ze:
-~ AE= AC-AB
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Narysuj tréjkat rédwnoramienny ABC, Poniewaz AE=AC

tak aby diugosé podstawy AB byia - AB

krbétsza od diugosci ramienia. Otrzymujesz

Przediuz odcinek CA o diugosé _

odcinka AE. Dilugoéé AE jest roéwna AB=AC - AE

réznicy dtugosci ramienia i

diugosci podstawy. Przediuz

podstawe AB o diugo$¢é odcinka BF

przystajacego do AE. Wykaz, ze

odcinek CF jest przystajacy do [ . A

X Podstawiasz otrzymane

odcinka EF.
wyrazenie AB do
réwnania z AF

AF= AB+BF=
AC-AE+BE=AC

\ i v

Pamietaj,
ze: AE= AC-
AB

Narysuj trdéjkat rdéwnoramienny ABC,
tak aby diugos$é¢ podstawy AB byla
kroétsza od diugoséci ramienia.
Przedtuz odcinek CA o diugosdé
odcinka AE. Diugos¢é AE jest roéwna
réznicy diugosci ramienia i
diugosci podstawy. Przedituz Otrzymates$: AF = AC
podstawe AB o diugos$é odcinka BF
przystajacego do AE. Wykaz, ze
odcinek CF jest przystajacy do
odcinka EF.

Pamietaj,
ze: AE= AC-
AB
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Narysuj tréjkat réwnoramienny ABC,
tak aby diugos$é¢ podstawy AB byla
krétsza od diugosci ramienia.
Przedtuz odcinek CA o diugosdé
odcinka AE. Diugos¢ AE jest roéwna

réznicy diugosci ramienia i
diugosci podstawy. Przediuz
podstawe AB o dilugos¢é odcinka BF Otrzymaieé: AF=AC

przystajacego do AE. Wykaz, ze
odcinek CF Jjest przystajacy do
odcinka EF.

Poniewaz trdéjkat ABC
jest rdéwnoramienny to
AC = BC
Wiec

AF=AC=BC
i . AF=BC
Pamietaj,
ze!
AE= AC-AB

Narysuj tréjkat rdéwnoramienny ABC,
tak aby diugos$é¢ podstawy AB byla
krotsza od diugosci ramienia.
Przedtuz odcinek CA o diugosdé
odcinka AE. Diugos¢ AE jest roéwna
roéznicy diugosci ramienia i
diugosci podstawy. Przedituz
podstawe AB o diugos$é odcinka BF
przystajacego do AE. Wykaz, ze
odcinek CF jest przystajacy do

odcinka EF.

(’%ykazaieé, ze odcinki
AF = BC.
Ponadto AE = BF.

Aby zastosowac ceche
przystawania
tréjkatdédw bkb,

\\?otrzebuﬁesz réwnierA/
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Narysuj tréjkat rdéwnoramienny ABC,
tak aby diugos$é¢ podstawy AB byla
krbétsza od diugosci ramienia.
Przediuz odcinek CA o diugosé
odcinka AE. Diugo$¢ AE jest rdwna
réznicy dtugosci ramienia i
diugosci podstawy. Przediuz
podstawe AB o diugo$¢é odcinka BF
przystajacego do AE. Wykaz, ze
odcinek CF jest przystajacy do
odcinka EF.

Narysuj trdéjkat rdéwnoramienny ABC,
tak aby diugos¢ podstawy AB byta
kroétsza od diugosci ramienia.
Przedtuz odcinek CA o diugosé
odcinka AE. Diugos¢ AE jest roéwna
réznicy diugosci ramienia i
diugosci podstawy. Przedituz
podstawe AB o diugos$¢ odcinka BF
przystajacego do AE. Wykaz, ze
odcinek CF Jjest przystajacy do
odcinka EF.
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Narysuj trdéjkat rdwnoramienny ABC,
tak aby diugosé¢ podstawy AB byta
krétsza od diugosci ramienia.
Przedtuz odcinek CA o diugosdé
odcinka AE. Diugo$¢é AE jest rdwna

réznicy dtugosci ramienia i
diugosci podstawy. Przediuz 1
podstawe AB o diugos$¢ odcinka BF A

przystajacego do AE. Wykaz, ze ||
odcinek CF Jjest przystajacy do
odcinka EF.

///;;dsumowujac:

AF = BC ze wzgledu na wyprowadzone
réwnos$ci wynikajace z zalozen oraz
fakt, zZze trdéjkat ABC jest
rébwnoramienny.

AE = BF wynika z tres$ci zadania,
konstrukcji figury

Katy FAE i CBF sag przystajace,
poniewaz sa one katami przylegitymi

do katdw przystajacych
a przy Jacy Zatem odcinki CF i EF sa
przystajace

Zatem na mocy cechy przystawania
tréjkatdédw bkb, jasnoniebieskie
trbéjkaty sa przystajace.
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